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Euler

 Iعلى مجال مفتوح  دالة معرفة   :

 لدينا: Iينتمي إلى      حيث  0قريب من   فإنه من أجل كل عدد حقيقي  Iمن    الاشتقاق عند   إذا قبلت الدالة 
 (    )   (  )     (  ) 

(  ) يُسمى   .0قريب من  hمن أجل  (    ) التقريب التآلفي لـ  (  )    

(Euler) 

 تمثيلها البياني في مستو منسوب إلى معلم. ( ). نُسمي Iدالة  قابلة للاشتقاق على مجال   
، بإنشاء  الدالة المشتقة للدالة    و بمعرفة  ( )من المنحني  (     )  تسمح لنا طريقة أولر، ابتداءً من النقطة المعلومة 

 .( )تمثيل تقريبي للمنحني 
 عددا حقيقيا موجبا تماما و قريبا من الصفر.  نختار 

 (     )  نُنشئ النقطة  .1
(  )  ، إذن :        نضع:    (  )     (  ). 

 (     )  نُنشئ النقطة   (  )         و بوضع: 
(  ) ن: ، إذ       نضع:    (  )     (  ). 

  (     )  نُنشئ النقطة   (  )         و بوضع: 
   (     )  ،...، (     )   و هكذا... نتبع نفس الطريقة لإنشاء النقط 

 .    من أجل كل  (    )           و           حيث 
 و نحصل على خط مضلع )منكسر( . [      ] ، ...[    ]، [    ]نُنشئ القطع المستقيمة  .2

 .( )قريبا من الصفر يكون الخط المضلع قريبا من المنحني  hو كل ما كان 
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Excel 

  .5 0  من أجل   القيم التقريبية للدالة ورقة حساب لمجدول، نحسب في  
.   ، القيم B، ثمّ نحسب في العمود Aفي العمود    ، نكتب قيم العدد الحقيقي على الهامشكما هو مبيّن في الشكل 

 .B1في الخلية  hنُسجل قيمة 
  نحجز في الخليةA3  و في  3 العددA4  3  العلاقة     1  

و باستعمال الزالق نسحب إلى الأسفل حتى يظهر  A4، نحدد الخلية  (B1لتثبيت  محتوى الخلية  $ ) يُستعمل الرمز
 . 3العدد 

  في الخليةB9  1نحجز العدد . 
9  نحجز العلاقة   B10في الخلية   (1  نحدد هذه الخلية و نسحب إلى الأسفل  (1    
9  نحجز العلاقة    B8في الخلية   (1  هذه الخلية و نسحب إلى الأعلى نحدد  (1    

 .على الهامش  دولفنحصل على الج

  005 0  نُعيد نفس العملية بأخذ الخطوة. 
 باستعمال مساعد راسم البيانات للمجدول، نحصل على التمثيليين البيانيين التاليين 

 

 

 

( ) بـ :   ℝالمعرفة على    نعتبر الدالة  .1   ( )   (  )  

( ) ،  ℝمن   . استنتج أنه من أجل كل ℝدالة ثابة على   أن  بين    (  )  1 

( ) ،  ℝمن   برهن بالخلف أنه من أجل كل    0  

(0) و        تحقق   نفرض أنه توجد دالة ثانية  .2 المعرفة على   نعتبر الدالة  ℝلاتنعدم على    . بما أن الدالة 1 
ℝ   :بـ   ( )   

 ( )

 ( )
. 

 ,ℝدالة ثابة على   بين أن  

( ) ،  ℝمن   استنتج أنه من أجل كل     ( ) 

( ) بـ:   ℝالمعرفة على   عدد حقيقي ثابت , نعتبر الدالة   ليكن  .3  
 (   )

 ( )
 

( ) ،  ℝمن   و أنه من أجل كل  ℝدالة ثابتة على   بين أن     ( ) , 

(   ) ، ℝمن   و أنه من أجل كل  ℝمن    استنتج أنه من أجل كل    ( )   ( ) 

(   ) ،  ℝمن   و أنه من أجل كل  ℝمن   استنتج أنه من أجل كل    
 ( )

 ( )
 

( ) بـ:   ℝالدالة المعرفة على   عددا صحيحا نسبيا و لتكن   ليكن  .4  
 (  )

[ ( )] 
 

   عين الدالة المشتقة للدالة  

(  ) ،  ℝمن   استنتج أنه من أجل كل    [ ( )]  
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 ، حيث، من أجل كل عدد حقيقي  ℝتوجد دالة وحيدة قابلة للاشتقاق على 

                                                        ( ) (0)      و    ( )    1 

 و تُسمّى الدالة الأسية  ( )      هذه الدالة يُرمز لها بالرمز 

 نقبل دون برهان وُجود الدالة الأسية
 

( )      ، , أي من أجل كل عدد حقيقي ℝ: الدالة الأسية لا تنعدم في    0 

( ) المعرفة بـ :   : لتكن الدالة  البرهان   ( ) (  ) 
 :هي الدالة المعرفة بـ   لذلك مشتق  ثابتة,  أنّ الدالة  لنثبت

  ( )    ( ) (  )   ( )  (  ) 
 فإنّ :     و بما أنّ 

  ( )   ( )  (  )   ( )  (  ) 

 0 
 :  و منه من أجل كل عدد حقيقي  ،ثابتة  إذن الدالة  0   

 ( )   (0)   (0)   (0)  1 
(  ) ( ) نستنج إذن :    ℝلا تنعدم في   ، و عليه الدالة  1 

( )       النتيجة : من أجل كل عدد حقيقي   0  
 

( )       , أي من أجل كل عدد حقيقي ℝ: الدالة الأسية موجبة تماما على     0 

 : نعلم أنّ البرهان
 أجل كل عدد حقيقي  من       ( )  0 
    (0)  1  0  
  الدالة الأسية مستمرة علىℝ  لأنها قابلة الاشتقاق علىℝ 

( )   حيث   إذا وُجد عدد حقيقي إذن،   حيث  فإنّه حسب مبرهنة القيم المتوسطة يُوجد عدد حقيقي  0 
   ( )  ,ℝلا تنعدم على     و هذا يُناقض أنّ الدالة  0 

 ℝعلى موجبة تماما     الدالة النتيجة : 

    الدالة الأسية التي يُرمز لها 
  معرفة و قابلة للاشتقاق علىℝ 

    (0)  1  
  من أجل كل عدد حقيقي   :   ( )  0 

  الدالةexp  قابلة للاشتقاق علىℝ    و    ( )     ( ) 
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(   )   ،     و   من أجل كل عددين حقيقيين      ( )     ( )  

 البرهان
( ) المعرفة بـ :   نعتبر الدالة   

    (   )

    ( )
  

(0) و       ما هي إلّا الدالة الأسية, يكفي إذن أن نبرهن أن   و لنثبت أنّ الدالة   1: 

  ( )  
     (   )

    ( )
 

    (   )

    ( )
  ( ) 

 (0)  
    (0   )

    (0)
 1 

 هي إذن الدالة الأسية، و منه نستنتج  الدالة 

   (   )     ( )     ( ) (   )                  أي            

    ( )
     ( ) 

 عدد طبيعي، لدينا الخواص التالية  عددان حقيقيان و   و   

                 (  )  
 

    (  )
                              (   )  

    ( )

    ( )
                          (  )  [   ( )]  

 

  eبالرمز   (1)   يُرمز إلى العدد الحقيقي     
   71 2    هو العدد الحقيقي غير الناطق، eالعدد 

  و   من أجل كل عددان حقيقيان  :نحصل على الخواص التاليةو    ( )         ، من أجل كل عدد حقيقي  عنض

                                                    
  

                                
 

                           (  )      

1 
 بما يلي: ℝالدالة المعرفة على   لتكن  .1

                                                      ( )  (      )  (      )   
 دالة ثابتة  أثبت أنّ 

 ، أثبت أنّه من أجل كل عدد حقيقي  .2
                                                                          

    

    
 0   2          :  ه من أجل كل عدد حقيقي أثبت أنّ .3

 
2 

( )  المعرفة كما يلي:  لة نعتبر الدا  
    2

1     
 

  مجموعة تعريف الدالة    عيّن  .1

( )  ، لدينا:    أثبت أنّه من أجل كل  .2  
2     1

     1
 

(  )   :     أحسب، من أجل كل  .3  و فسر النتيجة بيانيا ( )  
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 ℝعلى  متزايدة تماما     الدالة 

( )    لأنّ  ( )   ،  ومن أجل كل عدد حقيقي  ( )       0 

  تقبل حلا وحيدا في      الموجب تماما، المعادلة   مهما يكن العدد الحقيقيℝ. 
  و   حقيقيين من أجل كل عددين : 

                 
                 
                 

3    

( ) بـ  :  ℝالمعرفة على   نعتبر الدالة  .1       
 ؟  أصغر قيمة للدالة  ما هي شكل جدول تغيراتها.و ℝ على  أدرس اتجاه تغيّر الدالة )أ(   
   استنتج النهاية   )ب( 

    
   

      باستبدال المتغيّر، عيّن النهاية .2
    

   
 

      
    

      0                و                     
    

    

 

 
 
 

   محور الفواصل هو مقارب لمنحني الدالة الأسية عند 

 

 

4 
 المتراجحة المقترحة: أوفي كل حالة، حل المعادلة 

(1)       1  (2)             (3)   2    
 

    
  (4)     

 (  )     

 (5)   5    4   1  0  (6)     
  

 

   (7)   3(  )     4  0  (8)  (   1)      1 
  

  خاصية الدالة المتزايدة تماما
) الدالة المتزايدة تُحافظ 

 على الترتيب (
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   1

 
 1 

 البرهان :
 و استنتج هذه النهاية 0ية عند عيّن العدد المشتق للدالة الأس

   

5  

( ) بـ  :  ℝالمعرفة على   نعتبر الدالة  .3     
  

 
 

 وشكل جدول تغيراتها. ℝعلى   )أ(   أدرس اتجاه تغيّر الدالة 

( ) ، 0  د حقيقي )ب( استنتج أنّه من أجل كل عد  0  
   )ب( استنتج النهاية   

    

  

 
 

   باستبدال المتغيّر، عيّن النهاية    .4
    

    
 

            
    

  

 
    و    

    
    0  

 0  و من أجل كل عدد طبيعي 

    
    

  

    و      
    

     0  

   

 . Iدالة قابلة للاشتقاق على مجال   لتكن 

 ، Iو من أجل كل عدد حقيقي من  I، هي كذلك قابلة للاشتقاق على   ، التي يرمز لها       الدالة 
(  ) ( )    ( )    ( ) 

 مشتق مركب دالتين (حسب مبرهنة ) هان :البر
 

6 
  أحسب النهايات المقترحة للدالة 

(1)    ( ) ( )    (2)   ، عند   عند                     
     

    
   ، عند   عند                         

(3)    ( )  (1 ( )    (4)    عند                   ( 5   
    

   ، عند   عند                              

(5)    ( ) ( )    (6)   ، عند   عند              1       2     ، عند   عند                

(7)    ( )  
    

  
( )    (8)   ، عند   ، عند 0عند                   ( 

 

    ، عند  عند         (1  
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7 

( ) بـ   ℝمعرفة على   التمثيل البياني هو لدالة     حيث     (    ) 

 عددان حقيقيان b و

 , و   استعمل هذا الشكل لحساب العددين  .1
   من أجل كل عدد حقيقي  ( )  أحسب  .2

 . ى للدالة كبرالمناسبة للقيمة الحدية ال  يات النقطة و استنتج إحداث

       

  ℝهو تعيين كل الدوال القابلة للاشتقاق على  (0  )مع           حل المعادلة التفاضلية 

( )      : و التي تحقق من أجل كل عدد حقيقي     ( )    

       0

( )    المعرفة بـ:    هي الدوال   (0  )مع        للمعادلة التفاضلية  ℝالحلول على         
 عدد حقيقي ثابت كيفي  حيث 

 البرهان: 

 (0  )مع           (E)  نعتبر المعادلة التفاضلية:  
( )  بـ  ℝالمعرفة على    أثبت أنّ الدالة  .1  .(E)عدد حقيقي هي حل للمعادلة   حيث        
( ) بـ  ℝالمعرفة على  h. أثبت أنّ الدالة (E)حل آخر للمعادلة التفاضلية  gنفرض أن  .2 دالة ثابتة. استنتج  ( )      

( ) أنّ   عدد حقيقي ثابت كيفي.  حيث       

 

  
 0  2   المعادلة التفاضلية:   ℝحل، في 

                

  0  عددان حقيقيان مع   و   
( )    المعرفة بـ   هي الدوال           للمعادلة التفاضلية  ℝالحلول على        

 

 
عدد حقيقي ثابت   حيث  

 كيفي.

  البرهان:

 (0  )مع             (’E)  نعتبر المعادلة التفاضلية:  
( )  بـ  ℝالمعرفة على    أثبت أنّ الدالة  .1       

 

 
 .(’E)يفي هي حل للمعادلة عدد حقيقي ك kحيث   

( )    بـ ℝالمعرفة على   و لتكن الدالة  (’E)حل آخر للمعادلة   نفرض أن  .2   ( )  
 

 
  

( )    ، أثبت أنّه من أجل كل عدد حقيقي     ( ) 

  

  
      

العديد من المسائل في يُؤدي 
الاقتصاد،  العلوم التجريبية،

الكهرباء و الميكانيك إلى 
دراسة هذا النوع من المعادلات 

التفاضلية و التي غالبا ما 
 : على الشكل تكتب
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 .( ) و من ثمّ عبارة  ( ) استنتج من مبرهنة الجزء الأول عبارة  .3

 
9 

 3  2   المعادلة التفاضلية:   ℝحل، في 

 
 : 

  ، حلا وحيداℝ( تقبل،على  0  ) مع          ، المعادلة التفاضلية (     )من أجل كل ثنائية أعداد حقيقية 
(  ) حيث:      

   
10 

 2   3  0   (E)لة التفاضلية نعتبر المعاد
 (E)حل المعادلة  .1
(1) بحيث  (E)للمعادلة   يّن الحلع .2  2 

 ثمّ أرسم تمثيلها البياني في معلم متعامد و متجانس fأدرس تغيّرات الدالة 
  

 
11 

 للمعادلة التفاضلية: ، ℝتُمثل حلول، في  التاليمثلة في الشكل المنحنيات الأربعة الم

 
   

 

 
  0 

 
 ، هذه المعادلة.ℝحل، في  .1

   ،  ،  ،   ن معادلة لكل من المنحنيات عيّ .2
 

12 
 2  1      (E)نعتبر المعادلة التفاضلية 

 .(E)ة حل المعادل .1
(1 ) بحيث  (E)للمعادلة   يّن الحل ع .2  2 

 ثمّ أرسم تمثيلها البياني في معلم متعامد و متجانس  تغيّرات الدالة  أدرس .3
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