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 المعرف بـ :     ⃗ هو العدد الحقيقي    و    ⃗ الجداء السلمي للشعاعين  .1

 ⃗     
1

 
[‖ ⃗    ‖  ‖ ⃗ ‖  ‖  ‖ ] 

     ⃗    أو المعرف بـ :
 

 
[‖ ⃗ ‖  ‖  ‖  ‖ ⃗    ‖ ] 

 : ⃗    ⃗   ⃗  ‖ ⃗ ‖  
 0     ⃗ فإنّ          0⃗   أو     0⃗  ⃗ إذا كان  : 

 في معلم متعامد و متجانس . 
 على الترتيب  فإنّ    و    ⃗ هي مركبات         و       كانت  إذا

 ⃗             

 

   ⃗⃗   ⃗⃗  بدلالة الزاوية  .3

هو قيس الزاوية الهندسية المرفقة   و غير معدومين ن اع   و   ⃗ عين إذا كان الشعا
 فإنّ   و   ⃗  بالشعاعين 

 

 ⃗     ‖ ⃗ ‖  ‖  ‖       ⃗        
 ⃗     ‖ ⃗ ‖  ‖  ‖                

 
 : 

  فإنّ لهما نفس الاتجاه   و   ⃗ إذا كان:  ⃗     ‖ ⃗ ‖  ‖  ‖ 
  فإنّ لهما اتجاهان متعاكسان   و   ⃗ إذا كان:  ⃗      ‖ ⃗ ‖  ‖  ‖ 
  0     ⃗  :  فإنّمتعامدان    و   ⃗ إذا كان 

 

⃗⃗    إذا كان  .4 ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗⃗  و المسقط العمودي لـ ه    ، فإنّ :          على المستقيم  ⃗ 
 

      ⃗⃗⃗⃗  ⃗    ⃗⃗⃗⃗  ⃗    ⃗⃗⃗⃗  ⃗      ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗    
 

 1 ...............................................(تذكير) المستوي في السلّمي الجداء

 3 ............................................................. الفضاء في السلّمي الجداء

 4 ........................................................................ الفضاء في التعامد

 6 .............................................................. لمستو الديكارتية المعادلة

 7 ............................................... الفضاء في لمستقيم الوسيطي التمثيل

 8 ......................................................... ومستقيمات مستويات تقاطع

  1 ........................................................................................ ملحق

 11 ................................................................ للتعمق مسائل و تمارين

 1  ................................................................. إرشادات و تمارين حل
 

 

  
     ⃗               ⃗         

هو قيس بالراديان   حيث 
  ⃗ للزاوية المعرفة بالشعاعين 

   و 

  ⃗⃗⃗⃗  ⃗    ⃗⃗⃗⃗  ⃗   ⃗⃗⃗⃗  ⃗      

 

نقطتان   و   من أجل 
 ستوي:كيفيتان من الم
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 ) إذا كان  .1
 
 ، فإنّ لهذا المستقيم معادلة من الشكل شعاع ناظمي لمستقيم  (

                                                             0 
 )هي معادلة مستقيم حيث الشعاع  0        غير معدومين معا فإنّ المعادلة   و   و عكسيا، إذا كان 

 
) 

 هو ناظمي له

     حيث   هي مجموعة النقط   و نصف القطر        الدائرة ذات المركز  . 
                         معادلة لهذه الدائرة هي  

⃗⃗⃗⃗  حيث    هي مجموعة النقط  [  ]الدائرة ذات القطر  ⃗⃗     ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  0 

 0        ذو المعادلة   و المستقيم         ذات الإحداثيات   في معلم متعامد و متجانس، المسافة بين النقطة 
 تساوي :

|         |

√     
 

... 

1 

  ⃗⃗⃗⃗  ن حيث اهما النقطت  و   .  مربع طول ضلعه      
 

 
  ⃗⃗⃗⃗   ⃗⃗⃗⃗  و   ⃗ 

 

 
  ⃗⃗⃗⃗  ⃗  

 متعامدان     و      أثبت أنّ المستقيمين 
  

 
2 

 في معلم متعامد و متجانس للمستوي، 
 .    على المستقيم   هي المسقط العمودي للنقطة   . النقطة  0  3   ، و     1   ،  1  1  النقط  نعتبر

 ̂   أحسب بالتقريب إلى الدرجة قيس الزاوية  .1

 .  أحسب الطول  .2
  

 

: لإثبات أنّ الطريقة
متعامدان،    و   ⃗ الشعاعين 

يُمكن أن نبرهن أن 
 ⃗     0 
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 شعاعان من الفضاء   و    ⃗ 

⃗⃗⃗⃗    ⃗ هي ثلاث نقط من الفضاء حيث     ، ،   ⃗⃗⃗⃗     و    ⃗   ⃗ 
  و   ،  يشمل النقط   يوجد على الأقل مستو 

⃗⃗⃗⃗  هو الجداء السلمي    و    ⃗ الجداء السلمي في الفضاء للشعاعين   ⃗    ⃗⃗⃗⃗   في المستوي   ⃗ 

 هما شعاعان غير معدومين   و   ⃗    .1
 

 ⃗                 
 

 .  ⃗    ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗⃗     و    ⃗   ⃗   

     على المستقيم   هو المسقط العمودي للنقطة   و 

                                               ⃗       ⃗⃗⃗⃗  ⃗    ⃗⃗⃗⃗⃗⃗   
 في معلم متعامد و متجانس.  .3

على الترتيب     و    ⃗ هي مركبات            و         إذا كانت 
 فإنّ 

                                                      ⃗                  
 

 

 العمودي على مستوالإسقاط  .4
⃗⃗⃗⃗  لا يتغيّر الجداء السلمي   ⃗    ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗⃗  باستبدال الشعاع  ⃗   بمسقطه ⃗ 

     العمودي على مستوٍ يشمل المستقيم 
 

                                       ⃗⃗⃗⃗  ⃗    ⃗⃗⃗⃗  ⃗    ⃗⃗⃗⃗  ⃗     ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗    

 

 

 : يقي و من أجل كل عدد حق  ⃗⃗ و    ،  ⃗ من أجل الأشعة 
  ⃗         ⃗  
    ⃗         ⃗      
  ⃗       ⃗⃗    ⃗      ⃗   ⃗⃗  

 

  

  الذي ضلعه          نعتبر المكعب 
⃗⃗⃗⃗     أحسب:  ⃗    ⃗⃗⃗⃗  ⃗     ،  ⃗⃗⃗⃗  ⃗    ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗⃗  و        ⃗   ⃗    ⃗⃗⃗⃗  ⃗ 
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 :  رباعي وجوه منتظم حرفه      
 . كل وجه هو مثلث متقايس الأضلاع، طول ضلعه 

⃗⃗⃗⃗   أحسب         ⃗    ⃗⃗⃗⃗  ⃗       ،    ⃗⃗⃗⃗  ⃗    ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗⃗        و       ⃗   ⃗    ⃗⃗⃗⃗  ⃗ 
 

  
  

 
4 

 . ، لكل حروفه الطول  و رأسه      عدته المربع هرم قا      
⃗⃗⃗⃗   ، الجداءات السلمية :    أحسب بدلالة   ⃗    ⃗⃗⃗⃗  ⃗       ،    ⃗⃗⃗⃗  ⃗    ⃗⃗ ⃗⃗    ،         ⃗⃗⃗⃗  ⃗    ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗      و      ⃗  ⃗⃗     ⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

  

 
5 

  1 1 1  و   0   0  ،  1 0 0  ،  0 1 0  ،  0 0 1  ، نعتبر النقط :    ⃗          في معلم متعامد و متجانس 
 . [  ]هي منتصف القطعة   النقطة 

⃗⃗⃗⃗    أحسب:  ⃗    ⃗⃗⃗⃗  ⃗   ،    ⃗⃗⃗⃗  ⃗    ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗      و ⃗  ⃗⃗  ⃗    ⃗⃗⃗⃗⃗⃗  

 
  

 

⃗⃗⃗⃗    ⃗ متعامدان يعني أنّه إذا كان    و    ⃗ في الفضاء، القول أنّ الشعاعين  ⃗⃗⃗⃗     و    ⃗       و      فإنّ المستقيمين  ⃗ 
 متعامدان

   0     ⃗ متعامدان يُكافئ القول أنّ    و    ⃗ القول أنّ الشعاعين  .1

 متعامدين يعني أنّ                و           ⃗  ، في معلم متعامد و متجانس، الشعاعانإذن . 
            0 
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  توي هو عمودي على المس     يعني أنّ المستقيم   هو ناظمي للمستوي   َبالتعريف القول أنّ الشعاع غير المعدوم 

  غير معدوم منحاه عمودي على المستوي   ⃗ هو شعاع   الشعاع الناظمي لمستو 

  شعاع ناظمي للمستوي   ⃗ و  هذا المستوينقطة من   مستوي،   

 هو مجموعة النقط من الفضاء حيث  المستوي 
 

  ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗    ⃗  0

6 

⃗⃗⃗⃗  مكعب. أثبت أنّ الشعاع                 عمودي على المستوي  ⃗ 
 

 

لإثبات أنّ مستقيما عمودي على مستو، يكفي أنّ نثبت بأنّ هذا المستقيم 
 عمودي على مستقيمين متقاطعين من المستوي

  
  

   ⃗⃗⃗⃗  ⃗    ⃗⃗⃗⃗  ⃗    ⃗⃗⃗⃗  ⃗    ⃗⃗⃗⃗       إذن هو مُربع،      . الوجه      على المستوي   هو المسقط العمودي للنقطة   لأنّ   ⃗ 

⃗⃗⃗⃗  متعامدان و منه      و   ⃗    ⃗⃗⃗⃗  ⃗ ⃗⃗⃗⃗  أي الشعاعان   0  ⃗⃗⃗⃗  و  ⃗   متعامدان ⃗ 

  كذلك  ⃗⃗⃗⃗  ⃗    ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗    ⃗⃗⃗⃗  ⃗    ⃗⃗ ⃗⃗ هو مُربع، إذن      . الوجه      على المستوي   هو المسقط العمودي للنقطة   لأنّ   ⃗ 
⃗⃗⃗⃗  متعامدان و منه      و        ⃗    ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ ⃗⃗⃗⃗  أي الشعاعان   0  ⃗⃗  و  ⃗  ⃗⃗  متعامدان ⃗ 

⃗⃗⃗⃗  : الشعاع  النتيجة ⃗⃗⃗⃗  عمودي على كل من  ⃗  ⃗⃗  و   ⃗  ⃗⃗       غير المرتبطين خطيا فهو عمودي على المستوي  ⃗ 
 

7 

  مستقيم محتوى في المستوي   
   مسقطها العمودي على   و   المستوي لا تنتمي إلى نقطة   

  على المستقيم   للنقطة هي المسقط العمودي   و 
 متعامدان  و      أثبت أنّ المستقيمين 

  
  

⃗⃗⃗⃗  . لنثبت أنّ  شعاع توجيه للمستقيم   ⃗ ليكن   ⃗   ⃗  0 
⃗⃗⃗⃗  الشعاع  ⃗⃗⃗⃗  هو المسقط العمودي للشعاع  ⃗  ⃗⃗⃗⃗  ، إذن  على المستوي  ⃗   ⃗   ⃗    ⃗⃗⃗⃗  ⃗  متعامدان  و      بمعنى  0  ⃗  
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 في معلم متعامد و متجانس:

 0           شعاع ناظمي له يقبل معادلة ديكارتية من الشكل:          ⃗ حيث   كل مستو  .1

غير معدومة معا فإن مجموعة النقط   و   ،  أعداد حقيقية معلومة حيث   و   ،  ،  و عكسيا، إذا كان  . 
 شعاع ناظمي له.هو          ⃗ هي مستو و  0           حيث          

... 
و حيث   3  1    الذي يشمل النقطة   في معلم متعامد و متجانس، عيّن معادلة ديكارتية للمستوي  

 شعاع ناظمي له.    1 1  ⃗ 

  العمودي للنقطة  سقطالمهو   حيث    هي المسافة   عن المستوي   نقطة من الفضاء. بُعد النقطة   هو مستوي و   
   على المستوي 

 0             ذو المعادلة  نقطة من المستوي             في معلم متعامد و متجانس، 
 هي  و  Aالمسافة بين 

   
|             |

√        
 

  على   هي المسقط العمودي للنقطة              حيث   نحسب 
 ،        و نستنتج   ⃗    ⃗⃗⃗⃗⃗⃗  حيث   يوجد عدد حقيقي هما مرتبطان خطيا و عليه          ⃗ و    ⃗⃗⃗⃗⃗⃗  

         و           

فنحصل  0              أي المعادلة الديكارتية له إذن ها تُحقق إحداثياف  تنتمي إلى المستوي   النقطة 
     على

             

   و     ،   بعد تعويض          
 و منه

   ‖  ⃗ ‖  | |‖ ⃗ ‖  
|             |

√        
 

8 

 الموازي للمستوي ذو المعادلة و         3  الذي يشمل النقطة    عيّن المعادلة الديكارتية للمستوي  .1
                                                             3       1  0  

  1    1  و     1 0 4   ،     3 1   مع:       كارتية للمستوي عيّن المعادلة الدي . 
  

 
 

ة الديكارتية هذه المعادل
 ليست وحيدة 
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 المعلم المتعامد و المتجانسالفضاء منسوب إلى 
 ناظمي له  1  1 1  ⃗ حيث الشعاع  و  1 1 1 الذي يشمل النقطة   عيّن المعادلة الديكارتية للمستوي  .1

   و المستوي     1  1  أحسب المسافة بين النقطة  . 

 ؟  على المستوي   هي المسقط العمودي للنقطة   1 0    ذات الاحداثيات  هل النقطة  .3
  

    ⃗           علم المتعامد و المتجانسالمالفضاء منسوب إلى 

         ⃗ و موّجه بالشعاع             هو مستقيم من الفضاء يشمل النقطة   
⃗⃗⃗⃗  حيث   يعني وُجود عدد حقيقي   تنتمي إلى المستقيم          القول أنّ النقطة  ⃗⃗  ىبمعن  ⃗    

{

       
       
       

 

 : و منه المبرهنة التالية

من الفضاء          هو مجموعة النقط          ⃗ و الموّجه بالشعاع             ذي يشمل النقطة ال  المستقيم 
 حيث :

        {

       
       
       

             

⃗⃗⃗⃗  فإنّ   1 7    و   4 1 3  إذا كان   المستقيم التمثيل الوسيطي: و لهذا     هو شعاع توجيه للمستقيم   3  6 1  ⃗ 

{
     3   
  6  1    
   3  4

              

 لة إذا كانت الجم

      {
           0

               0      
 

⃗⃗  و          ⃗ بحيث الشعاعين  و   هو تقاطع المستويين   غير مرتبطين خطيا فإنّ هذه الجملة تُعيّن مستقيم            ⃗ 
 0               و   0           ذواتا المعادلتين    

10 

  1 0 0  و   3    1   تينالنقط   ⃗           المعلم المتعامد و المتجانسنعتبر في 
     عيّن تمثيلا وسيطيا للمستقيم  .1
  هذا المستقيم ؟تنتميان إلى  1 1     و   1  6 3   هل النقطتينِ  . 
 [  ]، و تمثيلا وسيطيا للقطعة المستقيمة    ]عيّن تمثيلا وسيطيا لنصف المستقيم  .3
  

هي جملة     نقول أنّ 
معادلات وسيطية للمستقيم 

هو الوسيط و يُمكن    .  
استبداله بأي حرف آخر 

  و    ،  يختلف عن 
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 المعرف بالجملة   عيّن تمثيلا وسيطيا للمستقيم  .1
     {

     3  1  0  
    4  6  0

   
 نقطة و شعاع توجيه لهذا المستقيم استنتج . 
  

 على الترتيب 0               و   0               مستويان من الفضاء معادلتاهما هي    و    
 

  

 على الترتيب   و      شعاعان ناظميان  للمستويين   ⃗⃗⃗⃗  و     ⃗⃗⃗⃗  ليكن 
 متوازيان. لتحديد الوضعية بدّقة:    و    مرتبطين خطيا فإنّ المستويين   ⃗⃗⃗⃗  و    ⃗⃗⃗⃗  إذا كان  .1

  :   وي من المست Aنُعيّن نقطة 
 منطبقان   و    فإنّ      )أ(   إذا كان 
 متوازيان تماما )أو منفصلان(   و    فإنّ      )ب( إذا كان 

 متقاطعان و تقاطُعهما مستقيم.   و    غير مرتبطين خطيا فإنّ المستويين   ⃗⃗⃗⃗  و    ⃗⃗⃗⃗  إذا كان  . 
ي لهذا المستقيم: نحل الجملة التي تشمل معادلتي المستويين و نختار إحداثية من الإحداثيات لتعيين تمثيل وسيط

 كوسيط.

 

  

 لدراسة تقاطع المستويين نحل الجملة 

       {
               0    [1]

               0    [ ]
 

 
 إلى مجموعة حلول الجملة  الإشارةو    و    للمستويين  الوضعيات المختلفة ملخص

 نامتوازي   و     نامنطبق   و    
 ن امتقاطع   و    

  و تقاطعهما مستقيم  

 
 

 
 تقبل عدد غير منته     

   من الحلول مُمثلة بنقط 
 منته  تقبل عدد غير     ليس لها حل    

  من الحلول مُمثلة بنقط 
 

12 

 :على الترتيب التي معادلاتها  و     نعتبر المستويات   ، في معلم متعامد و متجانس، 
  3    1  0،        4    3   0      3           و      0 

  و   تويين ، ثم للمس و   أدرس الوضعية النسبية للمستويين 
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} هما مستقيمان معرفان بالجملتين التاليتين :     و     

        
        
        

}و      

          

          

          

 عددان حقيقيان  و   حيث   

  

   شعاع توجيه للمستقيم   ⃗⃗⃗⃗  و    شعاع توجيه للمستقيم    ⃗⃗⃗⃗  ليكن 
 لتحديد الوضعية بدّقة:  متوازيان.   و    مرتبطين خطيا فإنّ   ⃗⃗⃗⃗  و    ⃗⃗⃗⃗  إذا كان  .1

 :  من المستقيم  Aنُعيّن نقطة 
 منطبقان   و    فإنّ      )أ(     إذا كان 
 متوازيان تماما )أو منفصلان(   و    فإنّ      )ب(  إذا كان 

 هما إماّ متقاطعان و إمّا ليسا من مستوٍ واحد.    و    غير مرتبطين خطيا فإنّ   ⃗⃗⃗⃗  و    ⃗⃗⃗⃗  إذا كان  . 
 ، و في حالة الإجابة بالنفي فالمستقيمين  ليسا من مستوٍ واحدلتحديد الوضعية بدّقة: نفرض التقاطع

 
  

 : المعادلاتلدراسة تقاطع المستقيمين نحل جملة 

         {

                

                

                

 

 
 إلى مجموعة حلول الجملة الإشارةو    و    الوضعيات المختلفة للمستويين  ملخص

 متقاطعان   و      متوازيان تماما   و      منطبقان   و     

   
 تقبل عدد غير منته     

   من الحلول مُمثلة بنقط 

  حلا وحيدا ممثلا بالنقطة تقبل      ليس لها حل    

 ليسا من نفس المستوي   و     

 
 ليس لها حل    

 
 

13 

}   وسيطيا بما يلي    ينالممثل     و      يننعتبر المستقيم
              
  1    
  1     

}     و   
   7  7  
  4  3      
   1      

  انقيقيح   و   مع    

    و    أدرس تقاطع المستقيمين 
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}هو المستقيم المعرف بالتمثيل الوسيطي   و  0           هو المستوي المعرف بالمعادلة   

        
        
        

 

 

  

  شعاع ناظمي للمستوي   ⃗ و   شعاع توجيه للمستقيم    ⃗ ليكن  
 متوازيان.  و    فإنّ  0  ⃗   ⃗ إذا كان  .1

 : من المستقيم  Aلتحديد الوضعية بدّقة: نُعيّن نقطة 
  محتوى في   فإنّ      )أ(   إذا كان 
 تماما.متوازيان   و    فإنّ     )ب( إذا كان 

 متقاطعان في نقطة.    و   فإنّ   0  ⃗   ⃗ إذا كان  . 
، نحصل عندئذ  بالإحداثيات الوسيطية للمستقيم   و    ،  ،   لتعيين هذه النقطة: نُعوض، في معادلة المستوي 

 على قيمة الوسيط التي تسمح بتعيين إحداثيات نقطة التقاطع.
 

  

 : جملة أربع معادلاتنحل   لمستقيم و ا  المستوي لدراسة تقاطع 

       

{
 

 
                              [1]

                              [ ]

                               [3]

           0    [4]

 

 

 

 إلى مجموعة حلول الجملة رةالإشاو    المستقيمو    الوضعيات المختلفة للمستوي  ملخص

  يقطع       يوازي         محتوى في   

 
  

 تقبل عدد غير منته     

  من الحلول مُمثلة بنقط 
 Iمُمثل بالنقطة  وحيدتقبل حل      ليس لها حل    

 
 

14 

3      1ذو المعادلة     ليكن المستوي  }الممثل وسيطيا بما يلي:   و المستقيم     0 
              
  1  6 
  3     

.      مع    

  مع المستوي   أدرس تقاطع المستقيم 
  

 
15 

4       ذو المعادلة     نعتبر المستوي       0 1  و النقطة     0 
  و عمودي على المستوي  Aالذي يشمل   عيّن تمثيلا وسيطيا للمستقيم  .1

  على المستوي  Aالمسقط العمودي للنقطة  Hالنقطة  استنتج إحداثيات . 
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  0                ،  0               هي  ث مستويات  من الفضاء معادلاتهاثلا   و     ،    
 على الترتيب 0               و  

 
  

           إذا وُجد مستويين متوازيين تماما فإن    .1
 :  و   مستقيم تقاطع المستويين   ازية مثنى مثنى، نبحث عن إذا كانت المستويات غير متو . 

 .            فإنّ       )أ(   إذا كان 

 { }         فإن   Aمتقاطعان في نقطة    و    )ب( إذا كان 
             فإن             متوازيان تماما   و    )جـ( إذا كان 

 
  

لدراسة تقاطع المستويات الثلاثة نحل الجملة

       {

               0    [1]

               0    [ ]

               0    [3]
 

 

 إلى مجموعة حلول الجملة الإشارةو     و      ،    اتالوضعيات المختلفة للمستوي ملخص

 

 المستويات الثلاثة متوازية تماما
مستويان متوازيان تماما و الثالث 

 يقطعهما وفق مستقيمين
و الثالث   مستويان متقاطعان وفق 

  يُوازي تماما المستقيم 

 
  

 ليس لها حل     ليس لها حل     ليس لها حل    

   يقطع الثالث في نقطة  و   مستويان متقاطعان وفق   تقاطعة وفق المستقيم ويات الثلاثة مالمست

  
 Iمُمثل بالنقطة  وحيدتقبل حل       تقبل عدد غير منته من الحلول مُمثلة بنقط     

 

 
16 

 : هي ، بهذا الترتيبالتي معادلاتها   و      ،    المستويات  عيّن تقاطع  
 4  3      0      ،            1 9     1  3   و        0   0   
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 ليست من نفس المستوي  و    ،  ،  النقط فإنّ   ⃗⃗⃗⃗⃗⃗    ⃗ و    ⃗⃗⃗⃗     ،  ⃗⃗⃗⃗     معلما للفضاء معناه أنّه إذا كان    ⃗          
 بـ : من الفضاء هي إذن معرفة  كل نقطة 

  ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗             ⃗  
   ⃗          في المعلم   تُسمى إحداثيات النقطة         أعداد حقيقية و الثلاثية   و    ،  مع 

 لدينا العلاقات التالية

  الشعاع مركبات  ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗⃗  هي  ⃗   ⃗ (
     
     
     

)   

⃗⃗⃗⃗  ) أو نكتب   ⃗                    ) 
  فإنّ :   [  ]هو منتصف   إذا كان (

     

 
 
     

 
 
     

 
) 

  فإنّ    ⃗ بات الشعاع هي مرك         إذا كان‖ ⃗ ‖  √         

 

 في معلم من الفضاء    4 3  تمثيل النقطة   

 

 
17 

  6 1  3   و   0 1 1   ، 1    1  ،  1 0    لتكن النقط 
 ليست في استقامية  و   ،  النقط أثبت أنّ  .1
 هي من نفس المستوي  و   ،  ،  أنّ النقط  أثبت . 

espace 

 شعاعان غير مرتبطين خطياً,             و          ⃗ ،             مستوي يشمل نقطة   
 لفضاء حيثهو مجموعة النقط من ا  المستوي 

 {

           
           

           

 

 عددان حقيقيان  و   مع 
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18 

3       هو المستوي ذو المعادلة     0 
 عيّن تمثيلا وسيطيا لهذا المستوي

  

 

19 

 هو المستوي المعرف بالجملة الوسيطية التالية  

{
             
       1    
     3  1

 

 عددان حقيقيان.  و   
 عيّن معادلة ديكارتية لهذا المستوي

  

 

 :A ،B   وC  ،توجد نقطة 0      ثلاث أعداد حقيقية حيث   و   ،  ثلاث نقط من الفضاء .
⃗⃗⃗⃗     تحقق:   Gوحيدة   ⃗      ⃗⃗⃗⃗  ⃗      ⃗⃗⃗⃗  ⃗  .{                 }تسمى مرجح جملة النقط المثقلة  Gهذه  النقطة .   0⃗ 

 
 G  لثلاث نقطA ،B  وC  ليست على استقامة واحدة هو مركز ثقل المثلثABC . 

⃗⃗⃗⃗   تحقق:  Gالنقطة   ⃗    ⃗⃗⃗⃗  ⃗    ⃗⃗⃗⃗  ⃗  0⃗  
 

 
 .           و             ،             . لتكن النقط   ⃗          منسوب إلى معلم  الفضاء 

 هي: {                 }للجملة  Gإحداثيات المرجح 

     
              

     
          و     

              

     
    ،          

              

     
 

 
   ⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗      ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  ⃗     ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗   

 فإنّ   0      : إذا كان  الحالة الأولى    ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗       ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗      ⃗⃗⃗⃗⃗⃗           ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  
 {                 }مرجح الجملة هي  G حيث

 فإنّ  0      : إذا كان  الحالة الثانية : 
    ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗       ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗     ⃗⃗⃗⃗⃗⃗     ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗    (  ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗     ⃗⃗⃗⃗  ⃗)   (  ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗     ⃗⃗⃗⃗  ⃗)           ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗      ⃗⃗⃗⃗  ⃗     ⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

⃗⃗⃗⃗     المجموع أي ⃗⃗       ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗⃗   و يساوي الشعاع  Mمستقل عن النقطة   ⃗⃗⃗⃗⃗⃗     ⃗⃗  ⃗     ⃗⃗⃗⃗  ⃗ 
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       3   و   1   0  ،  1    1  النقط    ⃗           المعلم المتعامد و المتجانسإلى نعتبر في الفضاء المنسوب 
⃗⃗⃗⃗  ‖   من الفضاء التي تحقق  مجموعة النقط     عيّن  .1 ⃗⃗      ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗    ⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ‖  ‖  ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗     ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗     ⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ‖ 

⃗⃗⃗⃗  ‖   من الفضاء التي تحقق  مجموعة النقط     عيّن  .  ⃗⃗      ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗    ⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ‖  ‖  ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗     ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ‖ 

⃗⃗⃗⃗  )    من الفضاء التي تحقق  مجموعة النقط     عيّن  .3 ⃗⃗      ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗    ⃗⃗⃗⃗⃗⃗ )    ⃗⃗⃗⃗  ⃗  0 

⃗⃗⃗⃗      من الفضاء التي تحقق  مجوعة النقط     عيّن  .4 ⃗⃗     ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  0 
  

 

http://kahamdi.wordpress.com/


 نهائي علوم و رياضيات الهندسة في الفضاء 
 

 
 14 /http://kahamdi.wordpress.com 

 .  ستوي مركز سطح الكرة و الم  بين   و المسافة   بمقارنة الطولين: نصف قطر سطح الكرة 
     إذا كان 

  يتقاطعان في دائرة:  و   فإن 
  على المستوي   المسقط العمودي للنقطة   مركزها النقطة 
 و نصف قطرها: 

                                       √       √      
 

 

 

 
21 

4        ذو المعادلة     توي نعتبر المس و نصف قطره      1 1  الذي مركزه النقطة   و سطح الكرة    0 
  و سطح الكرة   . أدرس تقاطع المستوي 3
  

 

 :   الممثل وسيطيا و النقطة   بين المستقيم   المسافة 
     . عندئذ   على المستقيم   المسقط العمودي للنقطة   : نعيّن النقطة الطريقة الأولى .1

دالة( تغيّرات ثمّ )بدراسة   نقطة كيفية من المستقيم   حيث    : نحسب بدلالة الوسيط، المسافة الطريقة الثانية . 
   نعيّن أصغر قيمة للمسافة 

 
22 

}  المعرف بـ     أحسب، بطريقتين مختلفتين، المسافة بين المستقيم 
              
  1    
  1     

عدد حقيقي  و النقطة   حيث    
  3 1 4   
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01 ،( ⃗         )تجانس الممد و تعاالمعلم المالفضاء المنسوب إلى    

     1  3  ،      1   1  ،      0 1 1    نعتبر النقط: 
 ليست في استقامة واحدة. Cو  A ،Bأثبت أنّ النقط )أ(     1

 المعادلة الديكارتية:      أثبت أنّ للمستوي   )ب(
          3  0 
 المعرفين على الترتيب بمعادلتيهما  و   نعتبر المستويين    

         4 1     3   و           0   0   
 الُممثل وسيطيا بالجملة:  هو المستقيم   و   أثبت أنّ تقاطع 

  {
      
  3          
            

             

 ؟  و    ،      ما هو تقاطع المستويات الثلاثة   3

  و المستقيم   لمسافة بين النقطة عيّن ا  4
 

02 ،  نعتبر النقط:( ⃗         )الفضاء منسوب إلى معلم متعامد متجانس    

    1          ،  3   1      ،  1 3 3  
تعيّن مستوي. عيّن معادلة ديكارتية لهذا  Cو  A ،Bأثبت أنّ النقط   1

 المستوي

 عرفين بهذا الترتيب بالمعادلتين:الم   و    نعتبر المستويين    
                1  0   
          3       0   
مستقيم   متقاطعين. ليكن    و    أثبت أنّ المستويين    )أ( 

 تقاطُعهما.
 .  تنتمي إلى المستقيم   تحقق أنّ النقطة  )ب(
 . للمستقيم شعاع توجيه   1  0    ⃗  أثبت أنّ   )جـ(
  استنتج تمثيلا وسيطيا للمستقيم  )د(

}الممثل وسيطيا بـ:   عن المستقيم  Aلحساب بُعد النقطة   3
     1   
  3             
     3 

    

 . من المستقيم   ذات الوسيط   نعتبر النقطة   عدد حقيقي  مع 
⃗⃗⃗⃗  حتى يكون الشعاعان   عيّن قيمة    )أ( ⃗⃗  عامدان.مت  ⃗ و   

 . عن المستقيم  Aاستنتج بُعد النقطة  )ب(

 
30 ( ⃗         ) المعلم المتعامد و المتجانسالمستوي منسوب إلى    

 الهدف من هذا التمرين هو تعيين الوضعية النسبية لعناصر من الفضاء

 

هو  (1  4   1) ⃗ و حيث  (   1  3) هو المستوي الذي يشمل النقطة   
 اظمي لهشعاع ن

 شعاع توجيه له  3 1 1  ⃗ و حيث     4 1  هو المستقيم المار بالنقطة   
  و الّمار بالنقطة   0 3 1  هو سطح الكرة الذي مركزه   
  و المستقيم    تقاطع المستوي   1

1    4        المعادلة الديكارتية:  أثبت أنّ للمستوي    )أ(  0 
 متوازيان تماما  و المستوي   أثبت أنّ المستقيم  )ب(

  و سطح الكرة    تقاطع المستوي    
  و المستوي   بين النقطة   أحسب المسافة    )أ(

و سطح   . برّر أنّ المستوي  أحسب نصف قطر سطح الكرة  )ب(
 يتقاطعان و تقاطعهما دائرة  الكرة 

 أحسب نصف قطر دائرة التقاطع و عيّن مركزها )جـ(

  و سطح الكرة   ستقيم تقاطع الم  3
  عيّن تمثيلا وسيطيا للمستقيم    )أ(

  عيّن معادلة ديكارتية لسطح الكرة  )ب(
)لا   و   في نقطتين   يقطع سطح الكرة   استنتج أنّ المستقيم  )جـ(

 يُطلب تعيين إحداثياتيهما(

 

40 ، ( ⃗         ) المعلم المتعامد و المتجانسالفضاء منسوب إلى    

  1 1     ⃗ و حيث   1    1  الذي يشمل النقطة   نعتبر المستوي   1
 شعاع ناظمي لهُ 

7     ذو المعادلة:       و المستوي   0 
 متعامدان.  و   أثبت أنّ المستويين    )أ(

المار بالنقطة   هو المستقيم   و   أثبت أنّ تقاطع المستويين  )ب(
  1 1     ⃗ الشعاع و الموّجه ب  1  4 1   

   A. أحسب المسافة بين النقطة  1     1  لتكن النقطة  )جـ(
 . و المستوي  A، ثمّ المسافة بين النقطة  و المستوي 

 . و المستقيم  Aأحسب المسافة بين النقطة    )د(

ذات الاحداثيات    النقطة  tنعتبر من أجل كل عدد حقيقي    )أ(   
 1     3      . 

 هذه المسافة.     . لتكن    المسافة  tكتب بدلالة أ
.  حدّد قيمتها  المعرفة على        أدرس اتجاه تغيّر الدالة  )ب(

 الحدّية الصغرى.
 فسر هندسيا هذه القيمة الحدّية الصغرى.  )جـ(

 
، نعتبر   ⃗          في الفضاء المنسوب إلى المعلم المتعامد و المتجانس     50

  0 1  1  و    0 1    ،   1 0 1   النقط 
 تعيّن مستويا  و   ، بيّن أن النقط   1
3  1     بيّن أنّ           هي معادلة ديكارتية للمستوي  0 

) و    3 1     نقطتان من الفضاء حيث   و     3
  

  
  

  

  
 
 

 
) 

       المستوي لا تنتمي إلى  )أ(   تحقق أنّ النقطة 
على المستوي   هي المسقط العمودي للنقطة   )ب( بيّن أنّ النقطة 

      
متعامدان، ثمّ جد تمثيلا       و       )جـ( استنتج أنّ المستويين 

 وسيطيا لتقاطعهما
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60 ( ⃗         ) المعلم المتعامد و المتجانسمنسوب إلى  الفضاء   

 المعرفة بإحداثياتها:  و   ،  نقط الثلاثة نعتبر ال
         و       1  6  1    ، 1   1        
 ليست في استقامة واحدة   و    ،  تحقق النقط    )أ(  1

      هو شُعاع ناظمي للمستوي   3  1 1  ⃗ أثبت أنّ الشعاع  )ب(
      عيّن معادلة ديكارتية للمستوي  )جـ(

4        المستوي ذو المعادلة    ليكن     0 
 متقاطعان      و    أثبت أنّ المستويين    )أ(

. عيّن تمثيلا      و    مستقيم تقاطع المستويين   ليكن  )ب(
  وسيطيا للمستقيم 

و  3و نصف قطره   3 1 3  الذي مركزه   نعتبر سطح الكرة   3
  . نقبل أنّ للمستقيم  1 1    النقطة ذات الإحداثيات   لتكن 

 التمثيل الوسيطي التالي:

                                {
  1         
   3    
                

    مع        

   تنتنمي إلى المستقيم   أثبت النقطة    )أ(
  تنتنمي إلى السطح الكرة   أثبت النقطة  )ب(
 يقطع سطح الكرة في نقطة ثانية  يم أثبت أنّ المستق )جـ(

 
,  ⃗          الفضاء المنسوب إلى المعلم المتعامد و المتجانس     70 

 ) و    3 1  1  ،   1  1    نعتبر النقط  
 

 
) و   (1    

 

 
  3 0) 

 [  ]منتصف القطعة   و لتكن 
  )أ(   احسب إحداثيات النقطة   1

1  8  4   بيّن أنّ : )ب(  المستوي   معادلة ديكارتية لـ 0 
 [  ]المحوري لـ 

  4    1  ⃗ و   الذي يشمل النقطة   اكتب تمثيلا وسيطيا للمستقيم    
 شعاع توجيه له

  و المستقيم   نقطة تقاطع المستوي   )أ(   جد إحداثيات   3
 قائم     من نفس المستوي، ثمّ استنتج أنّ المثلث     و   بيّن أنّ )ب( 

و      عمودي على كل من المستقيم      )أ(   بيّن أنّ المستقيم   4
     المستقيم 

     )ب( احسب حجم رباعي الوجوه 

 
80       الجزء الأول   

 [  ]منتصف القطعة   نقطتين من الفضاء و لتكن   و   لتكن 
 ينا: من الفضاء، لد  أثبت أنّّه، من أجل كل نقطة   1

                                  ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗     ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗            
⃗⃗  من الفضاء حيث:     للنقط   استنتج المجموعة     ⃗⃗ ⃗⃗     ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗   0 

      الجزء الثاني

 ، نعتبر النقط:( ⃗         ) المعلم المتعامد و المتجانسالفضاء منسوب إلى 
         3 0 0    ،     0 6 0    ،     0 0 4    ،      1 0 1  

      هو شعاع ناظمي للمستوي   3   4  ⃗ تحقق أنّ )أ(     1
      عيّن معادلة ديكارتية للمستوي  )ب(

و       العمودي على المستوي   عيّن تمثيلا وسيطيا للمستقيم    )أ(   
  الذي يشمل النقطة 

على   سقط العمودي للنقطة الم  استنتج إحداثيات النقطة  )ب(
      المستوي 

      و المستوي   أحسب المسافة بين النقطة  )جـ(
 المعرفة في الجزء الأول  تنتمي إلى المجموعة   أثبت أنّ النقطة    )د(

 

90   ⃗          الفضاء منسوب إلى معلم متعامد متجانس و مباشر    

 ذات الإحداثيات التالية:  و    ،  ،  نعتبر النقط 

   1   1           1  6  1                          0 1  1  
⃗⃗⃗⃗  )أ(   أحسب مركبات الشعاعين   1 ⃗⃗⃗⃗  و    ⃗   ⃗ 

  تُعيّن مستو   و    ،  برّر أنّ النقط 
عمودي على   ⃗ . أثبت أنّ  3  1 1 ذو المركبات   ⃗ )ب( ليكن الشعاع 

⃗⃗⃗⃗  كل من  ⃗⃗⃗⃗  و  ⃗   ⃗ 
  )جـ( عيّن معادلة ديكارتية للمستوي 

    0    3    المستوي ذو المعادلة:    ليكن    
   ⃗       المستوي المعرف بالمعلم    و ليكن  
 يتقاطعان ؟   و    )أ(   لماذا 

، مستقيم تقاطع  للمستقيم   ⃗ و شعاع توجيه   )ب( عيّن نقطة 
   و    المستويين 

  و نصف قطره   الذي مركزه   عيّن معادلة ديكارتية لسطح الكرة   3

 (1  0  1) و   (0  0    ) نعتبر النقطتين   4
     و المستقيم    عيّن تقاطع سطح الكرة 

 

.  نعتبر   ⃗          الفضاء منسوب إلى معلم متعامد متجانس و مباشر     10

 النقط :
          و                1      1  ،      1 0                  
⃗⃗⃗⃗  )أ(   أحسب الجداء السلمي   1  ⃗   ⃗⃗⃗⃗    و      ثمّ الطويلتين  ⃗ 

 ̂   )ب( استنتج قيمة مقربة إلى الدرجة لقيس الزاوية 
 ليست في استقامة واحدة  و   ،  )جـ( استنتج أنّ النقط 

هي معادلة ديكارتية للمستوي   0          تحقق أنّ المعادلة    
      

1        المستوي ذي المعادلة    ليكن   3 ذي    و المستوي  0 
1  1     4   المعادلة  0 

حيث الجملة التالية   متقاطعان في مستقيم    و    أثبت أنّ المستويين 
 هي تمثيلا وسيطيا له

{
     1
     3
     1

 مع   عدد حقيقي       

ثمّ عيّن نقطة       عمودي على المستوي   أثبت أنّ المستقيم   4
 تقاطعهما
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في النقطة       سطح كرة الذي يمُّس المستوي     ليكن   1
هي       و حيث المسافة بين مركزه و المستوي   1     1   

    . عيّن معادلة ديكارتية لـ 3  

 

. ( ⃗         ) المعلم المتعامد و المتجانسفضاء منسوب إلى ال    11 
ذو المركبات   ⃗ و الشعاع   4 8    ذات الإحداثيات   نعتبر النقطة   1

 1 1  1  
هو   ⃗ و حيث الشعاع   المار بالنقطة     عيّن تمثيلا وسيطيا للمستقيم 

 شعاع توجيه له

 11     و     7      ادلتين  ذوا المع  و   نعتبر المستويين    
 على الترتيب.

متقاطعان. عيّن تمثيلا وسيطيا    و    )أ(   أثبت أنّ المستويين 
  و    تقاطع      للمستقيم 

هو شعاع توجيه للمستقيم   1 1   )ب( أثبت أنّ الشعاع ذو الإحداثيات 
     

 سا من نفس المستويلي     و     أثبت أنّ المستقيمين   3

ذات      و النقطة    1 3 3  ذات الإحداثيات   نعتبر النقطة   4
  4  0 3 الإحداثيات 

     تنتمي إلى    و أنّ      تنتمي إلى   )أ(   تحقق أنّ 
    هو عمودي على كل من المستقيمين       )ب( أثبت أنّ المستقيم 

     و 
    أي المسافة      و     سافة بين المستقيمين )جـ( أحسب الم

⃗⃗⃗⃗   من الفضاء حيث   عيّن مجموعة النقط   1 ⃗⃗ ⃗⃗     ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗  1 6 

 

,  ⃗          الفضاء المنسوب إلى المعلم المتعامد و المتجانس     21 
   4 4 3   و    7  7      و    1       ،   1 0 0  نعتبر النقط  

 :المعرف بالتمثيل الوسيطي   ي و المستو

                                               {

  1  3   
  1           
  4      

  

 وسيطان حقيقيان  و   مع 
 تعيّن مستويا  و   ،  )أ(   بيّن أنّ النقط   1

كتب ثمّ أ      ناظمي للمستوي   1    3  ⃗ )ب( تحقق أنّ الشعاع 
 معادلة ديكارتية له

  و   ثم بيّن أنّ المستويين   )أ(   اكتب معادلة ديكارتية للمستوي    
 متعامدان

 ذو التمثيل الوسيطي :   هو المستقيم   و       )ب( بيّن أنّ تقاطع 

                                        {
         
   7  4 
   7  1 

       

 عدد حقيقي  مع 
و المسافة بين       و المستوي   النقطة  )جـ( احسب المسافة بين

  و المستقيم   ، ثم استنتج المسافة بين النقطة   و المستوي   النقطة 

و عمودي على كل من   المستوي الذي يشمل النقطة   ليكن   3
      و   المستويين 

  وي للمست)أ(   اكتب معادلة ديكارتية 
  تتقاطع في نقطة واحدة   و    ،      )ب( بيّن أنّ المستويات الثلاثة 

  ثمّ عيّن إحداثيات 
  و المستقيم   المسافة بين النقطة )جـ( احسب بطريقة ثانية 

 

,  ⃗          الفضاء المنسوب إلى المعلم المتعامد و المتجانس     31 
      1  1  و      3    و      3  1  ،   1     3  نعتبر النقط  

  تعيّن مستويا، نرمز له بالرمز   و   ،  بيّن أنّ النقط   1

ثمّ جد معادلة ديكارتية   ناظمي للمستوي   1  1    ⃗ بيّن أنّ الشعاع    
   للمستوي 

و يُعامد   الذي يشمل النقطة   )أ(   اكتب تمثيلا وسيطيا للمستقيم   3
   المستوي

  على   المسقط العمودي للنقطة   )ب( عيّن إحداثيات النقطة 

العدد   و      على المستقيم   هي المسقط العمودي للنقطة     4
⃗⃗⃗⃗     ⃗⃗⃗⃗⃗⃗  الحقيقي حيث :   ⃗ 

 )أ(   بيّن أنّ : 
 

  
  ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗    ⃗⃗⃗⃗  ⃗

‖  ⃗⃗⃗⃗  ⃗‖
  

 

   سافة بين النقطة ، ثمّ الم و إحداثيات النقطة   )ب( استنتج العدد 

     و المستقيم 

 

نعتبر . ( ⃗         ) المعلم المتعامد و المتجانسالفضاء منسوب إلى     41

 النقط:
     6  4  و     3 1    ،  1  7  6  ،   1 3 0  ،  3 1  1  

  هو النقطة  { 1     1          })أ(   أثبت أنّ مرجح الجملة   1
 التي تحقق  للنقط   تنتج المجموعة )ب( اس

                           ‖   ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗     ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗    ⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ‖   √ 1  
 تعيّن مستوي  و   ،  )أ(   أثبت أنّ النقط    

      عمودي على المستوي      )ب( أثبت أنّ المستقيم 
      )جـ( عيّن معادلة ديكارتية للمستوي 

     وسيطيا للمستقيم )أ(   عيّن تمثيلا   3
      و المستوي      تقاطع المستقيم   )ب( عيّن إحداثيات النقطة 

( متقاطعان. 1)الُمعيّنة في السؤال   و المجموعة       أثبت أنّ المستوي   4
 حدّد العناصر الُمميّزة لهذا التقاطع.
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، نعتبر   ⃗          تجانس في الفضاء المنسوب إلى المعلم المتعامد و الم    15

 الذي معادلته  و المستوي   1 0 1   و    4    1  ،   0 1 1  النقط 
       3  0 

  الشعاع الناظمي للمستوي   ⃗ ليكن   1
 ؟ ماذا تستنتج ؟  ⃗     بحيث   )أ(   هل يوجد عدد حقيقي 

و يُوازي كل   ر بالنقطة الذي يم  التمثيل الوسيطي للمستوي )ب( بيّن أنّ 

⃗⃗⃗⃗  من  ⃗⃗⃗⃗     ) أي    ⃗ و  ⃗  } هي الجملة معلما له (    ⃗  ⃗ 
  1           
  1  3    

  4           

  

 عددين حقيقيين   و   حيث 
 متعامدان  و   و أنّ المستويين   )جـ( استنتج معادلة ديكارتية للمستوي 

  17 11  14  ⃗ و أنّ الشعاع   و   ي نقطة مشتركة للمستويين ه  بيّن أنّ    
⃗⃗  و   ⃗ يُعامد كل من  ⃗⃗  حيث  ⃗    هو شعاع ناظمي للمستوي  ⃗ 

على      المسقط العمودي للمستقيم   استنتج تمثيل وسيطي للمستقيم   3
  المستوي 

 

16 ،نعتبر النقط:( ⃗         )الفضاء منسوب إلى المعلم المتعامد المتجانس    

                         1 3      ،   3  1 7      ،  3   4  
 ليست في استقامية  و   ،  أثبت أنّ النقط   1

 المستقيم الُممثل وسيطيا بالجملة:  ليكن    

{
   7     
   3         
  4         

      

      عمودي على المستوي   )أ(   أثبت أنّ المستقيم        
      )ب( عيّن معادلة ديكارتية للمستوي 

      و المستوي   نقطة تقاطع المستقيم   ليكن   3
      و    1    ،       هو مرجح النقط   )أ(   أثبت أنّ 

 من الفضاء التي تحقق:  للنقط    )ب( عيّن طبيعة المجموعة  
                  (    ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗     ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗     ⃗⃗⃗⃗⃗⃗ )  (  ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗    ⃗⃗⃗⃗⃗⃗ )  0  

 مع تحديد العناصر المميزة لهذه المجموعة
 من الفضاء التي تحقق:  للنقط    )جـ( عيّن طبيعة المجموعة  

‖    ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗     ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗     ⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ‖  √ 9 
 مع تحديد العناصر المميزة لهذه المجموعة      
   و    ر المميزة لتقاطع المجموعتين )د(   عيّن طبيعة و العناص     
 تنتمي إلى تقاطع المجموعتين  3 1 8   )هـ(  هل النقطة      

 
، نعتبر ( ⃗         ) المعلم المتعامد و المتجانسفي الفضاء المنسوب إلى     17

) النقطتين  
 

 
 ) و   (  3  

 

 
  و  [  ]منتصف   و  ليكن   (4  0 

 [  ]سطح الكرة الذي قطره 
  1   و       مرجح النقطتين المثقلتين    ليكن   1

  أحسب إحداثيات النقطة    )أ(
 من الفضاء التي تحقق:  للنقط   أثبت أنّ المجموعة  )ب(

 ‖   ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗     ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ‖  3‖  ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  [  ]هي المستوي المحوري للقطعة  ‖ 
 1   المعادلة   )جـ( أثبت للمجموعة 

مركز سطح    و المسافة بين   أحسب نصف قطر سطح الدائرة    )أ(   
  الكرة و المستوي 

،  و سطح الكرة   ، للمستوي  استنتج أن مجموعة التقاطع  )ب( 
 غير خالية

  )أثبت أنّ المعادلة   )جـ(
 

 
)
 
هي معادلة    1   1    

  في المستوي   للمجموعة 
 هي دائرة يُطلب تحديد مركزها و نصف قطرها.  استنتج أنّ 

 )النقطة ذات الإحداثيات    لتكن  3
 

 
  

 

 
 4√3  1) 

     عيّن تمثيلا وسيطيا للمستقيم    )أ(
يُطلب تعيين   في نقطة   يقطع الدائرة      استنتج أنّ المستقيم  )ب(

 إحداثياتها
 

    81
. نُسمي المستوي [  ]منتصف   الفضاء،و قطعة مستقيمة من  [  ]: تعريف

  [  ]و عمودي على   المستوي الذي يشمل  [  ]المحوري للقطعة المستقيمة 
  هو مجموعة النقط من الفضاء حيث [  ]: المستوي المحوري لـ خاصية

                                                           
 

 :، نعتبر النقط( ⃗         )الفضاء منسوب إلى معلم متعامد و متجانس 
         4 0  3   ،          ،  3  3  1   ،  0 0  3  

  [  ]المستوي المحوري للقطعة    عيّن معادلة   1

بهذا  [  ]و  [  ]المستويين المحوريين لـ    و    نقبل فيما يلي أنّ    )أ(    
 الترتيب لهما المعادلتان:

     10  6  7 1     3  3   و       0   0 
 يطلب تعيين إحداثياتها Eهو نقطة    و    ،  أثبت أن تقاطع  

تنتمي إلى سطح الكرة الذي مركزه  Dو  A ،B ،Cأثبت أنّ النقط  )ب(
Eما هو نصف قطره؟ . 

 
، نعتبر ( ⃗         ) المعلم المتعامد و المتجانسلفضاء منسوب إلى ا    91

 النقط: 

                       3 0 10      ،  0 0 11      ،  0  0 0  
 .    عيّن تمثيلا وسيطيا للمستقيم    )أ(  1

 يقطع حامل محور الفواصل      أثبت أنّ المستقيم  )ب(
 . 0 0 9  في النقطة 

 ليست على استقامة واحدة. Cو  A ،Bبرّر أنّ النقط  )جـ(

مع  OBCفي المثلث  Oنقطة تقاطع الارتفاع المرسوم من  Hليكن    
 .    المستقيم 

. استنتج أنّ      هو عمودي على المستوي      علل أنّ المستقيم    )أ(
 .EBCفي المثلث  Eهو الارتفاع المرسوم من      

 .     عيّن معادلة ديكارتية للمستوي  )ب(
 المعادلة الديكارتية:      تحقق أنّ للمستوي  )جـ(

                              0  9  1   180  0  
 بيّن أنّ الجملة:   )د(
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                     {
  0                                         
4  3  0                            
 0  9  1   180  0 

      مع        

 تقبل حلا وحيدا. ماذا يُمثل هذا الحل؟
و استنتج مساحة المثلث  11   . استنتج أنّ OHب المسافة أحس )هـ(
EBC. 

 Oبطريقتين، استنتج بُعد النقطة  OEBCحجم رباعي الوجوه  بحساب  3
. هل يُمكن توقع هذه النتيجة من المعادلة المحصل      عن المستوي 

 . )جـ(.2عليها في السؤال 

 
20 لشكل المقابلالممثل في ا         ليكن المكعب    

على   [  ]و   [  ]، [  ]منتصفات الأضلاع   و    ،  و لتكن النقط 
⃗⃗⃗⃗     الترتيب. نعتبر المعلم المتعامد و المتجانس   ⃗   ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗   ⃗⃗⃗⃗  ⃗  

 
  1) ⃗ أثبت أنّ الشعاع   1

 

 
       هو شعاع ناظمي للمستوي  (0 

       استنتج معادلة ديكارتية للمستوي    

        و المستوي    أحسب المسافة بين النقطة   3

 استنتج حجم الهرم    4

و المار        العمودي على المستوي   عيّن تمثيلا وسيطيا للمستقيم   1
 . بالنقطة 

       و المستوي   استنتج إحداثيات نقطة تقاطع المستقيم 
 

21 الذي         نعتبر المكعب    

هي نقطة تقاطع    . النقطة  طول حرفه 
      و المستوي      المستقيم 

 
 الجداءات السلمية:  أحسب بدلالة   1

                            ⃗⃗⃗⃗  ⃗    ⃗⃗⃗⃗  ⃗     ،  ⃗⃗⃗⃗  ⃗    ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗⃗  و      ⃗   ⃗    ⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

⃗⃗⃗⃗  استنتج أن الشعاعين     ⃗⃗⃗⃗  و  ⃗   متعامدان. ⃗ 
⃗⃗⃗⃗  نقبل كذلك أن   متعامدان.  ⃗⃗⃗⃗⃗⃗  و  ⃗ 

      على المستوي   استنتج أنّ   هي المسقط العمودي للنقطة   3

متعامدين، و      و      )أ(   برّر التأكيدات التالية: المستقيمان   4
 متعامدين.     و      المستقيمان 

     عمودي على المستقيم      )ب( استنتج أنّ المستقيم 
     عمودي على المستقيم      )جـ( أثبت كذلك أنّ المستقيم 

 ؟    بالنسبة إلى المثلث   ماذا تُمثل النقطة   1
 

نعتبر . ( ⃗         ) المعلم المتعامد و المتجانسالفضاء منسوب إلى     22

  1     6                  1 1 6                   3          النقط:
 قائم    )أ(   بيّن أنّ المثلث   1

3      المستوي ذو المعادلة    )ب( ليكن   0 
      عمودي على المستقيم   بيّن أنّ المستوي 

.   و الذي يشمل النقطة      المستوي العمودي على    )جـ( ليكن 
   عيّن معادلة للمستوي 

   و   مستقيم تقاطع   )د(   عيّن تمثيلا وسيطيا للمستقيم 

  1  4 0  ة لتكن النقط   
      عمودي على المستوي      )أ(   بيّن أنّ المستقيم 

       )ب( عيّن حجم رباعي الوجوه 
 بالراديان هو   ̂   )جـ( بيّن أنّ قيس الزاوية الهندسية 

 
  

      )د(   أحسب مساحة المثلث 

 

هو   ستقامة واحدة. هي ثلاث نقط من الفضاء ليست في ا  و   ،      23

 هو مرجح الجملة:   و  [1 1 ]عدد حقيقي من المجال 
                           {      1              } 

    و       ثمّ أنشئ النقطتين [  ]منتصف   و   ،  ،  مثل النقط   1
 نا:لدي [1 1 ]من المجال   بيّن أنّه من أجل كل    )أ(   

                                    
كما  [1 1 ]المعرفة على المجال   شكل جدول تغيرات الدالة )ب( 
 يلي:

                                     
 [1 1 ]يمسح المجال   لما    استنتج مجموعة النقط  )جـ(

 من الفضاء حيث:  مجموعة النقط   عيّن   3
            ‖   ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗     ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗    ⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ‖  ‖   ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗     ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗    ⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ‖   

 من الفضاء حيث:  مجموعة النقط   عيّن   4
           ‖   ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗     ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗    ⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ‖  ‖   ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗     ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗    ⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ‖ 

، ( ⃗         )فيما يلي، الفضاء منسوب إلى معلم متعامد و متجانس   1
 ت التالية:،  عل الترتيب ،الإحداثيا و   ،  تأخذ النقط 

   1   1  و       1   1  ،      0 0                  
 يتقاطعان  و   . أثبت أنّ    و    عيّن إحداثيات    )أ(

  و   تقاطع     أحسب نصف قطر الدائرة  )ب(

 

، نعتبر ( ⃗         )في الفضاء المنسوب إلى معلم متعامد و متجانس     24

على   8 0 4 و   8 0 0 ،  0 6 0 ذات الإحداثيات    و   ،  النقط 
 الترتيب.

 أنجز شكلا يشمل كل النقط المعرفة في التمرين    )أ(  1
 (1cm)وحدة الرسم: 
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 أثبت أنّ : )ب(
   متعامدين     و      المستقيمان 
   متعامدين     و      المستقيمان 

   توي عمودي على المس     المستقيم      
     حجم رباعي الوجوه     أحسب بـ  )جـ(

تنتمي إلى سطح كرة يُطلب   ،  ،  ،  أثبت أنّ النقط الأربعة  )د(  
 تعيين مركزها و نصف قطرها

ذات الإحداثيات   النقطة  [8 0]من المجال   نرفق بكل عدد حقيقي    
 0 0    
يقطع،      العمودي على المستقيم الذي يشمل النقطة   و   المستوي 

   و   ،  في النقط      و      ،     بهذا الترتيب، المستقيمات 

     عيّن طبيعة الرباعي    )أ(
 ؟    عمودي على المستقيم      هل المستقيم  )ب(

 عموديا على المستقيم     التي من أجلها يكون المستقيم   عيّن قيمة 
     
التي من أجلها تكون المسافة     . ما هي قيمة  بدلالة     أحسب  )جـ(

 أصغر ما يُمكن ؟
 

نعتبر المستقيم  ( ⃗         )الفضاء منسوب إلى المعلم المتعامد المتجانس     52

}     المعرف بما يلي:  
     1  0
3      0

 

 ؟  تنتمي إلى المستقيم   1   1  هل النقطة   1

 ؟  هو شعاع توجيه للمستقيم   1   1  ⃗ هل الشعاع    

 ذو المعادلة  هو محتوي في المستوي   هل المستقيم   3
                                         1  ؟ 0 

 ذو المعادلة  هو عمودي على المستوي   هل المستقيم   4
                                     1  10  ؟ 0 

 ؟ 0    1 ذو المعادلة    هو موازي للمستوي   المستقيم  هل  1
 

62 .( ⃗         )الفضاء منسوب إلى معلم متعامد و متجانس    

   1 4 3   و    4    1    المستقيم الذي يشمل النقطتين  1

}و المستقيم الممثل بـ 
   11  4  
  8           
  11  1     

 عدد حقيقي( هما:   )   

 متوازيان تماما  □ متقاطعان  □
 ليسا من مستو واحد  □ منطبقان  □

4    3   ذو المعادلة    ليكن المستوي      0  

}                 الممثل بـ     و المستقيم 
          
          
  8   

 

 متوازيان تماما  و     □ متقاطعان  و     □
 كل هذه الاقتراحات خاطئة  □  محتوى في     □

 و المستوي ذو المعادلة   4    1  المسافة بين النقطة   3
    3    4  ، هي:0 

□   √  

 
 □  16 □  8√14 □   

 
 

 و سطح الكرة ذو المعادلة  1 4 3   لتكن النقطة   4
          16 : 

  هي خارج     □  هي داخل     □
 لا نعلم  □  تنتمي إلى     □

 

72   1   1   الذي يشمل النقطة   ديكارتية للمستوي معادلة عيّن    

        تقاطع المستويين ذواتا المعادلتين   و يحتوي على المستقيم 
 على الترتيب  1  3     و 
 

82 يوازيو   4 7 1   يشمل النقطة  لمستقيمِ اوسيطي عيّن تمثيلا   

10  1  3   ذو المعادلة  المستوي  0 

 

92 الممثلهو المستقيم   و  1       3هو المستوي ذو المعادلة        

}وسيطيا بالجملة 
  3          
            
   4     

 عدد حقيقي  حيث  

 ، 4    3  الذي يشمل النقطة   وسيطيا للمستقيم عيّن تمثيلا 
  و المحتوى في   العمودي على 

 
30 هما المستقيمان المعرفان، على الترتيب، بالجملتين   و       

             {
    1   
     3 
              

}و                    
          
     1 
              

      

   1     1  الذي يشمل النقطة   عيّن تمثيلا وسيطيا للمستقيم 
   و    و يقطع كل من 

 
31           النقطتان    ⃗          نعتبر في المعلم المتعامد و المتجانس     

4        المستوي ذو المعادلة    و ليكن  1 0 1  و   0 
  و يشمل النقطة   و   الذي يشمل   ديكارتية للمستوي دلة معاعيّن 

          و التي تُحقق    المستوي  التي تنتمي إلى

 
23 هما المستقيمان المعرفان، على الترتيب، بالجملتين   و       

             {
    1      
    1      
     4  

}    و                
      1 
  3              
    3      

      

   و    عيّن المسافة بين 

 

1      هو المستوي ذو المعادلة        0 33

 3   1             1   المعادلة هو سطح الكرة  ذو    
 في نقطة يطلب تعيين إحداثياتها  يمس سطح الكرة   المستوي 
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