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 الاطتكاقًة -الاستنرارية
  دراسة الدوال

 
 استنرارية دالة عند قًنة¾
 استنرارية دالة على لدال¾
 دالة الجزء الصحًح¾
 مبرهنة الكًّه المتىسطة و تطبًكاتها¾
 تمارين¾

 

 قابلًة اطتكام دالة في قًنة¾
 التفشير البًانٌ للعدد المظتل¾
 على الدوال الكابلة للاطتكام عنلًات¾
 الدالة المظتكة لمرنب دالتين¾
 اتجاه تغير دالة على لدال ¾
 الكًّه الحدية  المحلًة لدالة  على لدال¾
 نكطة الانعطاف¾

 دراسة نماذج لدوال عددية¾
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 :الاستــــــــــــنزاريـــــــــــة

 تعزيف:
fIaI

fa
x a

lim f(x) f(a)

 :1مثال
f

33 2 2f(x) x x1
3

1 1
3 2 2 3 1

x x

lim f(x) lim( x x ) f( )

 :2مثال 
f

x 1d
2x 2f ( x )

x 3
�

 
�

x 1! 
5f ( x ) x
4

 �1

21 2 1f ( 1 )
1 3 2
�

  
�x 1 x 1

5 3lim f ( x ) lim ( x )
2 2! !��o ��o

 �  �

 نتائج:
9 fI

9 fI

9  
9  
9  
9 cossin 
9  

 دالة الجزء الصحًح 
 تعزيف:

xn

n x n 1EIntE(x) x Int(x) n

 أمثلة:
0 25 0 ; 3.56 =3 ; Int(-1.25)=-2 ; E(-0.23)=-1E( . )

9 > >0;1x�( ) 0E x  > >1;0x� �( ) 1E x  �> >1;2x�( ) 1E x  

<a: ملاحظة  >, 1a a �
 لدالة الجزء الصحًحالتنثًل البًانٌ 

(O,i; j)

2 3;

 ملاحظة:
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9 
9 

9 

9

 
 

ًّه المتىسطة  مبرهنة الك
 مبرهنة 

fa; bkf(a)f(b)

ca; bf(c) k

( )f x k a; b

التفشير البًانٌ:
fa; b( )

(O,i; j)(d)y k 
kf(a)f(b)

(d)( )

cab

 حالة خاصة:

fa; bf(a).f(b) 0c

a; bf(c) 0( )c

 ملاحظة:
fa; bf(x) ka; b
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  محلىل: تمزين  

fg;2f(x) x   ;   g(x)
x

5
2

f
(C )

g
(C )

f
(C )

g
(C )Ax0x04 5

 حل: 

f
(C )

g
(C )Ax0x04 5

f(x) g(x);4 5

f(x) g(x)f(x) g(x) 0

h(x) f(x) g(x)h(x) x
x

5
2

h;4 5

h( )4h( )5

h( )
14
2

h( )
55 5 0
3

h( ).h( )4 5 0

h;4 5h '(x)
(x )x

2

1 5
22

h '(x) 0;4 5

 نتًجة: 
h(x) 0x0;4 5

f
(C )

g
(C )A

x0x04 5

 
  محلىل: تمزين  

g1; 
3 23 3 1f(x) x x x

1f

2f( x ) 0 D1;
10;
2

D º ª�» «¼ ¬
 حل: 

 جدول التغيرات:
 
 
 

f1;@ >f ( x ) 2;� � �f@ >0 2;� � �ff
@ >1;� �ff ( x ) 0 D@ >1;� �f

10;
2

D º ª�» «¼ ¬
f (0 ) 1 �

1 11f ( )
2 8

 
1f ( ). f ( 0 ) 0
2

� 
10;
2

D º ª�» «¼ ¬
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 تمارين للحل:
 الاستنزارية

 التنزين الأول:
fa

1 x 1z
21 xf ( x )

x 1
�

 
�

f ( 1 ) 2 �a 1  

2 x 0�f ( x ) x �x 0tf ( x ) x a 0  
 :الثانٌتنزين ال
abf 

x 2�2f ( x ) x 2x a � �x 2t
22x b af ( x )

x
� �

 

abf2 
 :الثالثتنزين ال
fg1 1;

2
f(x) x .E(x)

2
g(x) x E(x)

1f0g0
2g

3f1 1;

ًّه المتىسطة  مبرهنة الك
 ول:التنزين الأ

1 3 2x 3x 3� �    31
2

; 

2 
1 sin x 2 x
2

�  0; 

 التنزين الثانٌ:

f : x x 1�3g : x x� � �fC� �gCfg

0x 0

7 3x
8 4

� � � �

 التنزن الثالث:
f

3 22 3 5f(x) x x x

1 f

2 xf '(x)f

3 f

4 0f(x)0 5,
5 xf(x) 
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 الاطتكاقًة
 :1تعزيف 

fIaI� �C
(O;i , j )

fa 
f ( x ) f ( a )

x a
�
�

xa

x a

f ( x ) f ( a )lim f '( a )
x ao

�
 

�
 :التفشير البًانٌ
� �Cf '( a )

y f '( a )x f ( a ) af '( a ) f '( a )( x a ) f ( a ) � �  � �
f ( x ) f ( a )

x a
�
�1l2lxa

fa
 التفشير البًانٌ :
� �C� �S a, f ( a )1l

2lS 
f ( x ) f ( a )

x a
�
�

xaf

a
 التفشير البًانٌ :

f� �S a, f ( a )

 تعزيف مكافئ:
fIaI

fa 
f ( a h ) f ( a )

h
� �

h0
h 0

f ( a h ) f ( a )lim f '( a )
ho

� �
 

 نكطة الانعطاف:
 تعزيف:

 
 مبرهنة:

afIaf ''I
0f a  "( )f x"( )aI

� �S a, f ( a )f
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 المحلًة: الكًنة الحدّية
fIk aI� �C

(O;i , j )
fkax

1 f ( a ) k  
2 f '( a ) 0  
3 f '( x )a

 التفشير البًانٌ:
a

 المظتكات:عنلًات على 
fgIgI

f g�f gu
1
g

f
g

f ' g'�f ' g g' fu � u2
g'

g
�

2
f ' g g' f

g
u � u

 دالتين:الدالة المظتكة لمزكب 
fIgf ( I )gOf

I> @( gOf )'( x ) f '( x ).g' f ( x ) 

  مثال:

f بِـ الدالة المعزفة على � � 2f x 3x 1 � 
f '( x )

 حل:

2u( x ) 3x 1 �u'( x ) 6 x 

v( x ) x 
1v'( x )

2 x
 

� �f ( x ) vOu ( x ) 
f

� �

2 2

f '( x ) u'( x ) v' u( x )
1f '( x ) 6 x

2 u( x )
6 x 3xf '( x )

2 3x 1 3x 1

 u

 u

  
� �
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 نتائج:
 :1نتًجة 

fIgg( x ) f ( x ) 

If '( x )g'( x )
2 f ( x )

 

 :2نتًجة 

nfIg> @ng( x ) f ( x ) 

I> @n 1g'( x ) n f '(x) f(x) �
 u u

 مثال:

ff '( x )� �42f ( x ) x 3x 2 � �
2u( x ) x 3x 2 � �u'( x ) 2x 3 �> @4f ( x ) u( x ) 

f> @3f '( x ) 4u'( x ) u( x ) 

� �32f '( x ) 4( 2 x 3 ) x 3x 2 � � � 

 اتجاه تغير دالة و إطارة المظتل:
 مبرهنة:

fI
xIf '( x ) 0tfI
xIf '( x ) 0 fI
xIf '( x ) 0dfI

 مثال:

f^1̀�
2x 3x 3f ( x )

x 1
� �

 
�

f
 حل:

f2
x( x 2 )f '( x )
( x 1 )

�
 

�
f '( x )^1̀�

f@ @;0�f> >2;�f
f> >0;1@ @1;2
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 ذكير :ت
 مز كز التناظز:

A a b( , )fI
2a x I� �( )2 2f x f a x b� �  ( ) ( )

A a b( , )fI
a x I a x I� � � �( ) ;( )2f a x f a x b� � �  ( ) ( )

 محىر التناظز:
x a fI

a x I a x I� � � �( ) ;( )f a x f a x�  �( ) ( ) 

 
x a fI

2( )  ; a x I x I� � �2( ) ( )f x f a x � 
 الدالة الدورية:

TfI

( )fC(O,i; j)

fT
1 ( )  ; x T I x I� � � 
2 ( ) ( )f x T f x�  

 ملاحظة:
fTTI

vv Ti 
 دراسة مثال:

f2( ) cos ( )f x x ( )fC

(O,i; j)

1 ( )f x S�f
2 ( )f x� 

3 f '( x )0 ,
2
Sª º

« »¬ ¼
 

4 f( C )
 حل:

1 2 2( ) cos ( ) cos( ).cos( ) ( cos( ))( cos( )) cos ( ) ( )f x x x x x x x f xS S S S�  �  � �  � �   
fT S S> @0,S

v iS 
2 2 2( ) cos ( ) cos( )cos( ) cos( )cos( ) cos ( ) ( )f x x x x x x x f x�  �  � �     

f0
2

,Sª º
« »¬ ¼

 

3 2u( x ) x   ;   v( x ) cos( x )  f ( x ) ( uOv )( x )  
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f '( x ) 2 sin( x ).cos( x ) �x 0,
2
Sª º� « »¬ ¼

f '( x ) 0dcos x 0tsin x 0t

 جدول التغيرات  و الإنظاء:
 
 
 
 

 
 

 

 التنثًلات البًانًة:
( P )(O;i , j )

ffDf( C )( P )

f( C )^ `f f(C ) M( a,b ) ( P ) : a D b=f(a) � � �

 تكاطع المنحنى مع حامل محىر الفىاصل: 

f( C )A0f (0 )

f0 D�f( C ) 

 تكاطع المنحنىنع حامل محىر التراتًب:

f( C )A0xf ( x ) 0 
fالتنثًلات البًانًة للدوال من الظكل: k� 

f� �f k�I

f k(C )�� �f k�f( C )v k j  

xالتنثًل البًانٌ للدوال من الظكل: g( x ) f ( x b ) k � � 

g( C )gf( C )v bi k j � �
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O

gg(x) f(x)f( C )

gg(x) f(x)

g(x)

f(x).................f(x)
g(x)

f(x)...............f(x)

0
0

f(x) 0
g

(C )

f( C )f(x) 0
g

(C )f( C )

gg(x) f( x )

g

x 0g(x) f(x)

g
(C )f( C )x 0

 أمثلة :المنحنًات البًانًة
ff
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fgg( x ) f ( x ) 

fgg( x ) f ( x ) �
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 تمارين للحل:
 الاطتكاقًة في قًنة

 التنزين الأول:
fa

1 f> >0;�ff ( x ) x x a 0  

2 f@ @;1�ff ( x ) 1 x �a 1  

3 f2f ( x ) 3x x 4 � �a 2 � 

 :الثانٌتنزين ال

f2f ( x ) 3x 1 �

1 h
� � � �

2

f 1 h f 1 3h 6
h 3h 6h 4 2

� � �
 

� � �
2 f1
3 (T )( C )1
 :الثالثتنزين ال

f

x 0z2 1f ( x ) x cos
x

§ · ¨ ¸
© ¹

f (0 ) 0 

1 f0
2 f0

 :الزابعالتنزين 
f

x 0z
2 1cos x

f(x)
x

f (0 ) 0 

1x
2f ( x ) sin x2

x x
§ · � ¨ ¸
© ¹

2f0
 التنزين الخامص:

f

x 2tf ( x ) ( x 2 ) x 2 � �

x 2�2f ( x ) x kx 2 � �
( C )(O,i ; j )

1 kf2 
2 kf2 
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 عادلة المناض تمارين محلىلة خاصة بم
 :الأول تنزينال

f21f ( x ) x x
2

 �

1 1(T )2(T )fA(0; 1 )�

2 1(T )2(T )
3) 1(T )2(T ) 

 حل:
fK( a, f ( a ))A( 0; 1 )� �

2

2

2

1 f '( a )( 0 a ) f ( a ) 1 af'(a) f(a)

1f ( x ) x x  ;   f '( x ) x 1
2

11 a( a 1 ) a a
2

1 a 1 a 2 a 2
2

�  � � o  �

 �  �

 � � �

 o  �  �

 

 :الثانٌ تنزينال

f^ 1̀� �
2x x 1f ( x )
x 1
� �

 
�

1 f '( x )
2 f
3 

 حل:
2

2
x 2xf '( x )
( x 1 )

�
 

�
  

fK( a, f ( a ))
f ( a ) af '( a ) 0�  

2
2a 1 10 a

( a 1 ) 2
�

 o  �
�

f1 1K( , f ( ))
2 2

� �y 3x �

 :الثالثتنزين ال
f> >2;� �ff ( x ) 2x 4 �

1 f '( x )
2 (T )f( d )

x y 2 0� �  

3 (T ) 

4 (T')1 5y x
4 2

 �f( C ) 
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 تمارين حىل الكًنة الحدية و نكطة الانعطاف
 التنزين الأول:

f� � 3 22 12 1f x x x � �

1f
2f

 :الثانٌالتنزين 
f3f ( x ) x 3x 1 � � �

( )fC(O,i, j)

1(T )( )fCA(0,1 )
2xf ( x ) 3x 1� �

3A( )fC
 حل:

1y 3x 1 �

2f ( x ) 3x 1� �3f ( x ) 3x 1 x� �  �

> @f ( x ) 3x 1 0� � !x 0�> @f ( x ) 3x 1 0� � �x 0!

(T )( )fCA(0,1 )( )fC
3f ''( x ) 6 x �f ''( x ) 0 x 0 f ''( x )0A(0,1 )

 التنزين الثالث:
ab

ff
1D
2

 ½ � �® ¾
¯ ¿

bf ( x ) ax
4 x 2

 �
�

( C )

(O;i , j )
 1 ffD

ab7f '( 0 )
2

 
3f ( 0 )
2

 � 

 حل:
1f

ab2
4bf '( x ) a

( 4 x 2 )
 �

�
3f ( 0 )
2

 �
b 3
2 2

�
 b 3 �

7f '( 0 )
2

 
7a b
2

�  
1a
2

 

f
1 3f ( x ) x
2 4 x 2

 �
�
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     الدوال دراسة في لرتلفة تمارين  
 

 	     الأول التنرين     	  
f المعرفة عمى العدديةالدالةfD  :حيث ^ `2; 1fD  � � �بـ:  � �

2

2
3 9 7

3 2
x xf x
x x

� � 
� �

 

� �C  المنحني الممثل لمدالةf متجانسالمتعامد المعمم الفي المستوي المنسوب إلى� �; ,O i j. 

�: fD من xعدد حقيقي بحيث من أجل كل  cو a،b( عين الأعداد الحقيقية 1 � 1 2
b cf x a x x � �� � 

 عند حدود مجموعة التعريف. fاحسب نيايات الدالة  أ( (2
�لمستقيمات المقاربة لممنحنيااستنتج معادلات ب(     �C. 

�( ج     �d 3ذو المعادلة ستقيمالمy �.ادرس وضعية  �C بالنسبة إلى� �d. 
)'( احسب3 )f x،  الدالة اتجاه تغير استنتجf ياشكل جدول تغيرات و  . 
�:fD من xن أنو من أجل كلبي  ( أ( 4 � � �3f x f x� � �بالنسبة لممنحنى  .ماذا يمكن أن تستنتج  �C                            ؟ 

�ن إحداثيات نقط تقاطع المنحنيعي  ب(      �C و محور التراتيب مع محور الفواصل. 
�أنشئ المنحني (ج     �C  المقاربة. ومستقيماتو 

5)� �nu ي جل كل عدد طبيعأفة من معر  المتتالية العددية الn حيث: � �3nu f n � 
0:احسب المجموع أ(    1 2...nS u u u � � �. 
�احسب( ب    �lim . nn

n S
of

. 

 	     الثانٌ التنرين     	  
f ـالعبارة ب المعرفة عمى العدديةالدالة  :

 � �22

2 1( )
1

xf x
x x

�
 

� �
. 

 � �C تمثيميا البياني في مستو منسوب إلى المعمم المتعامد المتجانس( ; , )O i j. 
lim( احسب 1 ( )

x
f x

o�f
limو ( )

x
f x

o�f
 ثم  فس ر النتيجة بيانيا. 

: قابمة للاشتقاق عمى  f( أ( بي ن أن  الدالة2 �و أن  �
� �32

6 1
'( )

1

x x
f x

x x

� �
 

� �
. 

).استنتج حصرا لـfب( أنجز جدول تغيرات الدالة    )f x. 

( أ( بي ن أن  النقطة3
1 ;0
2

w§ ·�¨ ¸
© ¹

�مركز التناظر لممنحنى  �C. 
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�ب( اكتب معادلة لممماس   �T لممنحنى� �C  في النقطةw. 
�( أ( عي ن نقط تقاطع المنحنى4 �C .مع كل من محور الفواصل والتراتيب 

�ب( أنشئ المماس    �T  و المنحنى� �C. 
5 )m .وسيط حقيقي 

�أ(  �md :2مستقيم معادلة لوy mx m �   بي ن أن .� �md .يشمل نقطة ثابتة يطمب تعيين إحداثيتييا 
)الآتية:  xعدد حمول المعادلة ذات المجيول  mب( ناقش بيانيا، حسب قي م  ) 2f x mx m �. 

6 )g  بالعبارة:  الدالة العددية المعر فة عمى
� �22

2 1
( )

1

x
g x

x x

�
 

� �
،� �'C .تمثيميا البياني 

)اكتب دون رمز القيمة المطمقة العبارة  )g x  ثم  استنتج إنشاء المنحنى� �'C  انطلاقا من المنحنى� �C. 
 	    الثالث التنرين     	  

(f Iعمى  الدالة المعر فة^ `1;3� �ـ:العبارة ب � �
2

2
2 15
2 3

x xf x
x x
� � 
� �

  

� �C  لمدالة البيانيالمنحنيf  متجانس المتعامد المعمم الفي المستوي المنسوب إلى� �; ,O i j . 
^من المجموعة  xأن و من أجل كل عدد حقيقي  بي نأ(  (1 `1;3� )يمكن كتابة  � )f x الشكلب:       

                    
� � 1

1 3
a bf x

x x
 � �

� �  
 .مايطمب تعييني انحقيقي انعدد bو aحيث  ،

 عند الحدود المفتوحة من مجموعة تعريفيا. fب( احسب نيايات الدالة  
�ج( عي ن بمعادلاتيا المستقيمات المقاربة لممنحني    �C. 
 جدول تغيراتيا.، ثم  أنجز fالدالة تغي راتجاه  أدرسأ(  (2

�( أكتب معادلة لمماس المنحنيب �C 5نقطتو ذات الفاصمة في. 
1xالمعادلة اأثبت أن المستقيم ذأ(  (3 �تناظر لممنحنيالمحور    �C. 

�المنحني نشئأ ب( �C  و مستقيماتو المقاربة. 
 الآتية: xعدد و إشارة حمول المعادلة ذات المجيول  kحسب قي م بيانيا عدد حقيقي. ناقش  kج( 
    � � � � � �21 2 1 3 5 0k x x k k� � � � �    

 (m II .وسيط حقيقيmf :الدالة العددية المعر فة بالعبارة
2

2( ) 15
3mf x x mx

x mx
 

� �
� �

، � �mC .تمثيميا البياني 

x:2، المعادلة ذات المجيول ( حل في المجموعة 1 3 0x mx� �  mfمجموعة تعريف الدالة  D، ثم  استنتج  

)( أ( بي ن أن  يمكن كتابة 2 )mf x  :2بالشكل( ) 1 12
3mf x

x mx
 �

� �
 

�إشارة  Dب( ادرس عمى المجموعة     �2 3x mx�  .Dعند حدود المجموعة  mf، ثم  احسب نيايات الدالة �



 الأستاذ لذند سراٍ                               Bac 2015دراسة الدوال                       – الاطتكاقًة - الاستنرارية
 

 18 

:Dمن المجموعة  x( أ( بي ن أن  من أجل كل عدد حقيقي 3
� �

'
22

( )
3

12(2 )
mf x

x mx

x m
 

� �

� 

'ب( أدرس إشارة     ( )mf x ثم  أنجز جدول تغيرات الدالةmf. 
�( أ( بي ن أن  جميع المنحنيات4 �mC .تشمل نقطة ثابتة يطمب تعيين إحداثيتييا 

�ب( ما ىو المنحنى البياني     �mC  الذي يشمل النقطة� �1;4S. 
 	    الرابع التنرين     	  

f المعرفة عمى العدديةالدالة@ >0;�f ـالعبارةب :
 

3( )
23

xf x
x

 � ،� �C تمثيميا البياني في مستو منسوب إلى

)معمم متعامد و متجانس ; , )O i j. 
 عند حدود مجموعة تعريفيا f( أ( احسب نيايات الدالة 1

�ب( استنتج أن  المنحنى    �C تعيين معادلة لكل واحد منيما. يقبل مستقيمين مقاربين يطمب 
)'( احسب 2 )f x  و حد د إشارتيا عمى المجال@ >0;�f أنجز جدول تغيرات الدالة.f. 

�( أ( 3 �d  المستقيم ذو المعادلة
3

xy �. أدرس الوضع النسبي لممستقيم   �d  و المنحنى� �C. 

�ب( أنشئ المنحنى    �C .و مستقيماتو المقاربة 
4)m .وسيط حقيقي� yذو المعادلة   المستقيم '� m . 
�أ( ناقش بيانيا عدد نقط تقاطع المستقيم  �و المنحنى  '� �C . 

2mب( نفرض أن   �نقطتي تقاطع  Bو  A، نسمى ! �و '� �Cفاصمتييما عمى الترتيب ،Ax  وBx. 

3برىن أن  
2A Bx xu  . 

<ج( برىن أن  منتصف القطعة @AB .ينتمى لمستقيم يطمب تعيين معادلة لو 
 	    الخامص التنرين     	  

(Ig  3بالعبارة:  الدالة العددية المعر فة عمى( ) 3 8g x x x � � 
 .�fو عند  �fعند  gأ( احسب نيايات الدالة ( 1

)'، احسب xب( من أجل كل عدد حقيقي     )g x .و عي ن إشارتيا 
 .g( أ( أنجز جدول تغيرات الدالة 2

)ب( بي ن أن  المعادلة     ) 0g x @,تأكد أن  في  Dتقبل حلا وحيدا    >2; 1D � � �. 
)،إشارة xج( استنتج حسب قي م العدد الحقيقي  )g x. 
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(IIf  بالعبارة : الدالة العددية المعر فة عمى
3

2

4( )
1

xf x
x
�

 
�

،� �C  تمثيميا البياني في مستو منسوب إلى معمم

 متعامد متجانس.

)يمكن كتابة  x( أ( بي ن أن  من أجل كل عدد حقيقي 1 )f x  :2عمى الشكل( )
1

cx df x ax b
x
�

 � �
�

، 

 أعداد حقيقية يطمب تعيينيا. dو  a،b،cحيث:  
 .�fو عند  �fعند  fاحسب نيايات الدالة ب(   
�ج( استنتج أن  المنحنى    �Cيقبل مستقيما مقاربا مائلا� �d  .يطمب تعيين معادلة لو 
�د( أدرس وضعية    �C  بالنسبة إلى� �d. 

)'،احسب x( أ( من أجل كل عدد حقيقي 2 )f x :  و تأكد أن
� �22

. ( )'( )
1

x g xf x
x

 
�

. 

)ب( استنتج دون حساب:     ) ( )lim
x

f x f
xD

D
Do

�
�

 

 .fج( أنجز جدول تغيرات الدالة    

( أ( بي ن أن  3
3( )
2

f D D  ثم  استنتج حصرا لمعدد ،( )f D. 

�ب( أنشئ بعناية المنحنى    �C .و مستقيمو المقارب 
 4 )m .وسيط حقيقي 

)حتى تقبل المعادلة  mأ( عي ن قي م      )f x m 1ثلاثة حمول مختمفة نرمز ليا بالرمزx،2x  3وx. 

ب( بي ن أن  :   
1 2 3

1 1 1 0
x x x
� �  . 

5 )h 0الدالة العددية المعر فة عمى;
2
Sª º

« »¬ ¼
� كما يمي:  �( ) sinh x f x   

)'عي ن    )h x  ثم   استنتج اتجاه تغير الدالةh. 
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 	    الشادض التنرين     	  
fالعددية المعر فة عمى المجال الدالةI  :3حيث ;

2
I º ª �f» «¼ ¬

)2 بالعبارة:  ) 1
3 2

f x x
x

 � �
�

  

  � �Cتمثيميا البياني في مستو منسوب إلى المعمم المتعامد المتجانس( ; , )O i j. 
احسب أ( (1

3
2

lim ( )
x

f x
o

 و فس ر النتيجة بيانيا.  

limب( احسب     ( )
x

f x
o�f

. 
)'،Iمن المجال  xاحسب من أجل كل حقيقي  ( أ(2 )f x.ثم  عي ن إشارتيا 
 .fالدالة ت( أنجز جدول تغيراأ (3

)ب( استنتج أن  المعادلة     ) 0f x  .Iعمى المجال  Dتقبل حلا وحيدا   
2:ج( تحقق أن       2,5Dd d. 
)د( عي ن إشارة     )f x عمى المجالI. 

�نقطتان من المنحنى  Bو Aأ( (4 �C عي ن معادلة لممستقيم2,5و  2فاصمتييما عمى الترتيب.� �AB. 
�نقطة تقاطع المستقيم  Cب(    �AB و محور الفواصل. عي نE  فاصمة النقطةCثم  احسب قيمة مقربة لـ.( )f E. 
 .Eو  D بينقارن  ج(   
�( انشئ بدقة 5 �C  و المنحنى البياني لمدالةg  المعر فة عمى المجالI  : بالعبارة( ) ( )g x f x . 
6)m  وسيط حقيقي. عي ن قي مm  حتى تقبل المعادلة( ) 2 1g x m � .حمي ن مختمفين 

 	    الشابع التنرين     	  
f 2 بارة.الدالة العددية المعر فة بالعsin( )

1 cos
xf x
x

 
�

.� �C تمثيميا البياني في مستو منسوب إلى المعمم المتعامد

)المتجانس ; , )O i j. 
 .fمجموعة تعريف الدالة fDحد د  (1
)، قارن بين fDمن  xأ( من أجل كل عدد حقيقي  (2 2 )f x S�  و( )f x ثم  بين( )f x�  و( )f x.  
@عمى المجال  fب( استنتج أن  يمكن دراسة الدالة    @0;S. 

):fDمن  xبي ن أن و من أجل كل عدد حقيقي  (3 ) 2 tan
2
xf x § · ¨ ¸

© ¹
.استنتج 

0
lim ( )
x

f x
o

 

)'احسب (4 )f x جدول تغيرات الدالة ثم  أنجز و عي ن إشارتياf عمى المجال@ @0;S. 
�أنشئ بدقة المنحنى (5 �Cالمجال  في@ >0;2S. 
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 	    الثامن التنرين     	  
f التمثيل البياني .الشكل الموالي ىوو قابمة للاشتقاق عمىدالة عددية معر فة� �C  لمدالةf  

:  نعمم أن 
x  2:ذو المعادلة المستقيمy �ـمقارب ل    �C  بجوار( ). 
x ـالمماس ل � �C  لنقطةافيA  محور الفواصل.ل مواز 1ذات الفاصمة  
x النقطة� �0;4B نقطة من المنحنى( )C. 
 ( بقراءة بيانية :1

limأ( ما ىي ( )
x

f x
o�f

 ؟ 
 .f(0)'و  f(1)'ب( عي ن

�اكتب معادلة لممماس  (ج  �T  لممنحنى� �C في النقطةB. 
)' التالية : ةالمتراجح ( حل بيانيا في المجموعةد ) 0f x !،  

)العدد الحقيقي الذي يحقق: Dىـ( ) 0f D )،ثم  استنتج إشارة Dلمعدد 0,5,عي ن حصرا  سعتو  )f xعمى. 
2 )h الدالة العددية المعر فة عمى> )بالعبارة:  �5;1@ ) ( 2 4)h x f x � �.  

 .h(2)' أ( احسب
<من المجال x( من أجل كل عدد حقيقي ب )'، احسب�5;1@ )h x .و حد د إشارتيا 
<عمى المجال  h( ادرس اتجاه تغير الدالة ج  بطريقتين مختمفتين. �5;1@

 	    التاسع التنرين     	  
(Ig  3كما يمي:  الدالة العددية المعر فة عمى 2( ) 2 4 7 4g x x x x � � � 

lim( أ(احسب 1 ( )
x

g x
o�f

limو   ( )
x

g x
o�f

. 
 ثم شك ل جدول تغيراتيا.عمى  gب( ادرس اتجاه تغير الدالة 

)أن  المعادلة  ( أ( بي ن2 ) 0g x 0,7حيث: Dتقبل حلا وحيدا    0,8D� � 
)إشارة  xب( استنتج حسب قي م  )g x. 

(IIf  كما يمي:  الدالة العددية المعر فة عمى
3

2

2 1( )
2 2 1
x xf x
x x
� �

 
� �

. 

� �fC تمثيميا البياني في مستو منسوب إلى المعمم المتعامد المتجانس( ; , )O i j. 
limاحسب ( 1 ( )

x
f x

o�f
limو   ( )

x
f x

o�f
. 

�:من  xبي ن أن  من أجل كل  (( أ2 � � �2

1 1 3( ) 1
2 2 2 2 1

xf x x
x x
�

 � �
� �
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�ب( استنتج أن  المنحنى     �fC يقبل مستقيما مقاربا مائلا�  تعيين معادلة لو. يطمب '�
�ج( ادرس الوضع النسبي لممنحنى    �fC و المستقيم� �'. 

�:x( أ( بي ن أن  من اجل كل عدد حقيقي 3 � � �
� �22

'
2 2 1

xg x
f x

x x
 

� �
 .fمشتقة الدالة  f'حيث 

�ب( استنتج إشارة  �'f x حسب قي مx ثم  شك ل جدول تغيرات الدالةf نأخذ(� � 0,1f D | �) 
�( احسب 4 �1f  المعادلة  ثم  حل في( ) 0f x  . 
�(أنشئ المستقيم 5 �و المنحنى  '� �fC. 

6 )h كما يمي: عمى   الدالة المعر فة 
3 2

2

4 2 1( )
2 2 1

x x xh x
x x
� � �

 
� �

 

� �hC .تمثيميا البياني في المستوي المنسوب إلى المعمم السابق 
):من  xأ( تحقق أن  من أجل  ) ( ) 2h x f x �. 

�ب( استنتج أن   �hC  ىو صورة� �fC بتحويل نقطي بسيط يطمب تعيينو، ثم  أنشئ� �hC. 

 	    لعاطرا التنرين     	  
@معر فة عمى المجال  fالشكل المقابل ىو التمثيل البياني لدالة عددية  >,1�f . 

�المستقيمان  �1d   و� �2d  مستقيمان مقاربان لمنحنى الدالةf حيث� �1d  ىو المستقيم الموازي لمحور الفواصل، و� �2d 
 ىو المستقيم الموازي لمحور التراتيب.

 بيانية: بقراءة (1
 عند الحدود المفتوحة من مجال تعريفيا. fأ(حد د نيايات الدالة    
)الذي يحقق   aلمعدد   0.5ب(عي ن حصرا سعتو     ) 0f a ، ثم  استنتج   

)إشارة  )f x عمى@ >,1�f. 
 .fج(شك ل جدول تغيرات الدالة   
2 )g الدالة العددية المعر فة عمى المجال@ >,1�f  :كما يمي( ) ( )g x f x  
،بي ن كيف ينشآ المنحنى البياني  fأ( باستعمال المنحنى البياني لمدالة  

 و أنشئو.  gلمدالة 
التي من أجميا يكون لممعادلة  mب( عي ن بيانيا مجموعة قي م الأعداد الحقيقية

( )g x m  .حلان مختمفان في الإشارة 
3 )h المعر فة عمى المجال  الدالة@ >,1�f :كما يمي ( ) (2 1)h x f x � 

 يطمب تعيين عبارة الدالة الأخرى. fمركب دالتين إحداىما الدالة  hأ( بي ن أن  الدالة 
@عمى المجال  hب(ادرس اتجاه تغير الدالة  >,1�f.و شك ل جدول تغيراتيا 
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)1بي ن أن   ج( ) 0
2

ah �
)'1و أن      ) 2 '( )

2
ah f a�

  

)استنتج معادلة  د( )T  المماس لمنحنى الدالةh  1في النقطة ذات الفاصمة
2

a � . 

 	    عظر لحادٍا التنرين     	  
 الجزء الأول:

g  الدالة المعرفة عمى المجموعة
g

D   :حيث@ @ > >gD ; 2 2 ; �f � � �f   : بـ� � 2 2g x ( x 4 ) x 4 4 � � � 
زوجية عمى  gبي ن أن  الدالة  ( أ(1

g
D  .فس ر نتيجتك ىندسيا  . 

 عند الحدود المفتوحة من مجموعة تعريفيا. gب( احسب نيايات الدالة    
gاحسب  ( أ(2 '(x)  و حد د إشارتيا عمى المجال@ >2 ;�f. 

  .gشك ل جدول تغيرات الدالة ب(    
g(x)بي ن أن  المعادلة  (3 @في المجال  تقبل حلا وحيدا  0 >2 ;�f  2;.تأكد أن  حصرا لمحل الآخر استنتج .3
عمى  g(x)إشارة  حد د (4

g
D. 

 الجزء الثاني:
f   الدالة المعرفة عمى المجموعة

f
D  :حيث@ > @ >fD ; 2 2 ; �f � � �f      : بـ� �

2

xf x x
x 4

 �
�

 

�و    �C . تمثيميا البياني في المستوي المنسوب إلى معمم 
 . fDفردية عمى f( بي ن أن الدالة 1
 .fDعند الأطراف  المفتوحة من المجموعة  f( احسب نيايات الدالة  2
f( أ( احسب 3 '(x)  و استنتج إشارتيا عمىfD. 

 . fب( شك ل جدول تغيرات الدالة 
�( أ( بي ن أن المستقيم 3 yذا المعادلة  '� x �مقارب لممنحنى  � 1 �Cعند�f. 

�ب( حد د وضعية      �C بالنسبة لـ� �'. 
�( استنتج أن  المنحني 1نتيجة السؤال  ( باستعمال4 �C يقبل مستقيما مقاربا مائلًا عند�f .يطمب تعيين معادلة لو 
�( ليكن 5 �C'  التمثيل البياني لمدالةh  المعرفة عمى@ > @ >; 2 2 ;�f � � �f  : بـ� � � �h x f x �  

�عي ن المستقيمات المقاربة لممنحني        �C'. 
 
 
 
 
 


