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     الاستــــــــــــمراريـــــــــــة:  

  .D عدد حقيقي غير معزول من ℝ.aمن  D مجموعةدالة عددية معرّفة على  fتعريف: 

) معناه:  a عند مستمرةfالدالة  ) ( )
x a
lim f x f a
→

=
  

) :بالعبارة  ℝالمعرّفة على fلدالة ا :1مثال  ) 3 2 3f x x x= + من جهة:لأنّ  0مستمرة عند القيمة ،−

( )0 3f )و من جهة أخرى: −= )
0

3
x
lim f x
→

=−   

  كما يلي:  ℝالمعرّفة على  fلدالةا :2 مثال 

)فإنّ  >0xإذا كان )
2 6

3

x
f x

x

−=
−

)فإنّ   ≤0xإذا كان  و ) 5f x x=   لأنّ: 0ليست مستمرة عند القيمة ،+

) من جهة: ) ( )
0 0

5 5
x x
lim f x lim x
> >→ →

= + = )و من جهة أخرى    )
2

0 0

6
2

3x x

x
lim f x lim

x< <→ →

−= =
−

   

  :التعريف من نتائج 

  قيّم هذا المجال.إذا كانت مستمرة عند كل قيمة من  ℝمن Iمستمرة على مجالfتكون دالة !

  .لى معلم  هو خط متصلمنسوب إ،فإنّ تمثيلها البياني في مستو I مستمرة على مجالfإذا كانت دالة !

 مجموعة تعريفها.مجالات رة على كل مجال من الدوال المرجعية مستم !

 . ℝالدوال كثيرات الحدود مستمرة على مجموعة الأعداد الحقيقية !

 مجموعة تعريفها. مجالات الدوال الناطقة مستمرة على كل مجال من !

x :الدالتان ! cos x֏   وx sin x֏  مرتان علىمستℝ . 

 تركيب دالتين مستمرتين هو دالة مستمرة. مجموع، جداء و !

  الصحيح الجزء دالة 

الذي يحقق: n، العدد الصحيحxالتي ترفق بكل عدد حقيقي و  ℝالة الجزء الصحيح هي الدالة المعرّفة علىد تعريف: 

1n x n≤ < ]أو   Eو نرمز لها بالرمز:  + )و نكتب:  intأو  [ ) [ ] ( )E x x Int x n= = =    

)أمثلة:  ) [ ] ( ) ( )0 25 0E ,  ; 3,56 =3 ; Int -1,25 =-2 ; E -0,23 =-1=   

]إذا كان  [0 1x )0Eفإنّ  ∋; x ]إذا كان  ، =( [1 0x ;∈ )1Eفإنّ  − x )=−  

]عدد صحيح. دالة الجزء الصحيح ثابتة على كل مجال من الشكلa : ملاحظة  [1a,a+   

  الصحيح الجزء ةلدال البياني التمثيل 

)المستو منسوب إلى المعلم المتعامد المتجانس )O;i, j
# #

 .  

]الشكل يوضح المنحنى البياني لدالة الجزء الصحيح على المجال  [2 3;−   

  الة الجزء الصحيح ليست مستمرة عند كل عدد صحيح.د ملاحظة: 



 Bac2017 دراسة الدوال                      الأستاذ محمد سراي -الاشتقاقية -الاستمرارية
 

 

2 

  المتوسطة القيّم مبرهنة 

]دالة معرّفة و مستمرة على مجال f نةمبره  ]a;bمن أجل كل عدد حقيقي.

k  محصور بين( )f a و( )f b؛يوجد على الأقل عدد حقيقيc ل من المجا

[ ]a;b:يحققf ( c ) k=    

)المعادلة بمعنى آخر:  )f x k=  قل حلا في المجال تقبل على الأ[ ]a;b  

]دالة معرّفة و مستمرة على مجال  fالبياني: التفسير  ]a,b ،( )C   تمثيلها

)المعلم المستوي المنسوب إلى البياني في )O;i, j
# #

)؛  )d المستقيم ذو المعادلة

y k=من أجل كل عدد حقيقي.k  محصور بين( )f aو( )f b،( )d يقطع( )C على الأقل في نقطة فاصلتهاc 

  ).(لاحظ الشكل .bو aمحصورة بين 

]رتيبة تماما على المجالfذا كانت الدالةإ :1ملاحظة  ]a,bفإنّ حل المعادلة،( )f x k=على [ ]a,b .وحيد  

  : 2ملاحظة 

)كل معادلة من الشكل: ) ( )f x g x=هي معادلة مكافئة للمعادلة( ) 0h x )حيث: = ) ( ) ( )h x f x g x= −  

  محلول: 1 تمرين 

   f الدالة العددية المعرّفة على المجال] [1;− )كما يلي: ∞+ ) 3 23 3 1f x x x x= + + −    

   .f)أنجز جدول تغيرات الدالة1

)بيّن أنّ المعادلة )2 ) 0f x [في المجال αتقبل حلا وحيدا = [1;− [.تأكد أنّ ∞+ [0;0,5α ∈ .   

  حل: 

  جدول التغيرات:

  

  

;1مستمرة على المجال  fالدالة   − +∞   :و لدينا] [f ( x ) 2;∈ − [و بما أنّ  ∞+ [0 2;∈ − متزايدة  fو  ∞+

[تماما على المجال [1;− f، فإنّ المعادلة ∞+ ( x ) [في المجال   αتقبل حلا وحيدا =0 [1;− +∞.  

[التأكد أنّ  [0;0 ,5α f:لدينا: ∋ ( 0 ) 1= −  ،
11

f ( 0 ,5 )
8

fإذن   = (0,5 ). f ( 0 ) [ و بالتالي: >0 [0;0 ,5α ∈ 

  محلول: 2 تمرين 

f   وg  الدالتان العدديتان المعرّفتان على; +∞  2 :كما يليf(x) x   ;   g(x)
x

= =
−
5

2
  

f(C g(Cو   (   .في مستوي منسوب إلى معلم متعامد متجانس تمثيليهما البيانيين (

f(Cبيّن أنّ  g(Cو   ( xفاصلتها  Aيتقاطعان في نقطة وحيدة   (
0

>xحيث:   <
0

4 5   
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 :#$  

f(Cأنّ  تبيين g(Cو   ( xفاصلتها  Aيتقاطعان في نقطة وحيدة   (
0

>x:حيث  <
0

4 5  

f(x)نبيّن أنّ المعادلة  g(x)=  حيدا في المجال تقبل حلا و;   4 5 .  

f(x) المعادلة   g(x)= مكافئة للمعادلةf(x) g(x)− = 0 .  

h(x)نضع : f(x) g(x)= h(x)، أي:  − x
x

= −
−
5

2
   

;مستمرة على المجال hالدالة    4   كمجموع دالتين مستمرتين. 5

)hحساب  )hو   4( )5 :  

h( ) = − 1
4

2
  ،h( ) = − >5

5 5 0
3

)h,لدينا إذن   ).h( ) <4 5 0   

; متزايدة تماما على المجال  hالدالة    4 hلأنّ :  5 '(x)
(x )x

= +
− 2

1 5

22
hأي    '(x) > ;على  0   4 5.  

  نتيجة: 

h(x)المعادلة  = xتقبل حلا وحيدا  0
0

;في المجال      4 f(Cلي و بالتا 5 g(Cو   ( يتقاطعان في نقطة وحيدة   (

A  فاصلتهاx
0

>x:حيث  <
0

4 5.  

  يةــــــــــاقـــــقـــــالاشت 

).Iعنصر من ℝ.aمن Iة على مجالدالة معرّف f :تعريف  )C  تمثيلها البياني في

معناه للنسبة  aفي القيمةقابلة للاشتقاق  fالدالة .سستو منسوب إلى معلم متعامد متجانم

f ( x ) f ( a )

x a

−
−

)نرمز لهذه النّهاية بالرمز ، aإلى  xنهاية حقيقية عندما يؤول  )f ' a  و

 :نكتب
x a

f ( x ) f ( a )
lim f '( a )

x a→

− =
−

   

معناه : للنسبة   aقابلة للاشتقاق في القيمة f افئ:مك تعريف 
f ( a h ) f ( a )

h

+ −
  

و نكتب:  0إلى   hنهاية منتهية  عندما يؤول 
0h

f ( a h ) f ( a )
lim f '( a )

h→

+ − =   

و العكس غير   aمستمرة عند aل دالة قابلة للاشتقاق في قيمة حقيقيةك  مبرهنة: 

  صحيح.

)لمنحنىا :المشتق للعدد البياني التفسير  )C يقبل مماسا معامل توجيهه( )f ' a :معادلة له

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )y f ' a x f a af ' a f ' a x a f a= + − = − +    

ذا كانت للنسبة إ  :1 ملاحظة 
( ) ( )f x f a

x a

−
−

  2lو 1lنهايتين منتهيتين  مختلفتين   

  .aغير قابلة للاشتقاق في القيمة f، فإنّ الدالة aإلى xعندما يؤول
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)لمنحنى ا : البياني التفسير  )C  يقبل في النقطة( )( )S a, f a  1مماسين معامل توجيه كل واحد منهماl  2وl

  تسمى نقطة زاوية.                                            Sة .النقط

:إذا كانت 
( ) ( )

x a

f x f a
lim

x a→

−
=∞

−
  aةفي القيم غير قابلة للاشتقاقfالدالة ،فإنّ  

)يقبل في النقطة  fلمنحنى البياني للدالة ا : البياني التفسير  )( )S a, f a.مماسا مواز لحامل محور التراتيب  

  الانعطاف: نقطة 

   يخترق فيها المماس المنحنى البياني.قطة الانعطاف هي النقطة التي ن تعريف: 

a،fيشمل  Iدالة قابلة للاشتقاق  على مجال fعدد حقيقي. aمبرهنة:  Iال دالتها المشتقة الثانية على المج  ''

)إذا كان ، ) 0f '' a )وغيّر = )f '' xإشارته بجوار العددa على المجال،I  ؛

)فإنّ النقطة  )( )S a, f a هي نقطة انعطاف لمنحنى الدالةf .  

  : مجال على لدالة المحلية الحدّية القيمة 

f  دالة قابلة للاشتقاق  على مجالI.a  عدد حقيقي منI.k عدد حقيقي.

( )C  الدالة. تمثيلها البياني في مستو منسوب إلى معلم متعامد متجانسf  تقبل

  إذا و فقط إذا تحقق:  xللمتغير aمن أجل القيمة ، Iعلى المجال قيمة حدّية محلية  kالقيمة 

1( ( )f a k= 

2( ( ) 0f ' a =  

3( ( )f ' x  ّر إشارته بجواريغيa .  

  مواز لحامل محور الفواصل. ، المماس للمنحنى aالنقطة ذات الفاصلةفي  البياني: التفسير 

   .Iلا تنعدم على g. الدالة  ℝمن  Iدالتان قابلتان للاشتقاق على مجال  gو  fت:المشتقا على عمليات 

f  الدالة g+   f g×   
1

g
   

f

g
   x ax b+֏  

f  الدالة المشتقة ' g '+   f ' g g' f× + ×   2

g'

g

−
   

2

f ' g g' f

g

× − ×
   

2

a
x

ax b+
֏ 

  دالتين: لمركب المشتقة الدالة 

)الاشتقاق على المجال  g، وقبلت دالة  Iالاشتقاق على مجال  fإذا قبلت دالة )f I  فإنّ الدالة ،gOf  تقبل

)، و لدينا: Iالاشتقاق على المجال  ) ( ) ( ) ( )gOf ' x f ' x .g' f x =   .  

)بـِ  ℝالمعرفة على العددية الدالةf  مثال:  ) ( )22 4 1f x x x= − +   

)احسب باستعمال مركب دالتين  )f ' x  .  

)ضع:ن حل:  ) ( )2 4 1u x x x= − )و بالتالي  + ) 2 4u' x x= −   
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( ) 2v x x= :و بالتالي( ) 2v' x x= . :لدينا( ) ( )( )f x vOu x=    

)و لدينا: ℝقابلة للاشتقاق على  fالدالة ) ( ) ( )( )f ' x u' x v' u x=:أي ( ) ( ) ( )2 4 2f ' x x u x = −    

) و بالتالي: ) ( )( )22 2 4 4 1f ' x x x x= − − +  

  نتائج: 

)المعرّفة بالعبارة: g.الدالة Iموجبة تماما و قابلة للاشتقاق على مجال دالة معرّفة ، f:1 نتيجة  ) ( )g x f x= 

)و لدينا:  Iقابلة للاشتقاق على المجال  ) ( )
( )2

f ' x
g' x

f x
= .  

المعرّفة بالعبارة: g.الدالة Iاق على مجالدالة معرّفة و قابلة للاشتق fعدد صحيح.n:2 نتيجة 

( ) ( ) n
g x f x =     قابلة للاشتقاق علىI :و لدينا( ) ( ) ( ) 1n

g' x nf ' x f x
− =      

)احسب  .ℝلىالدالة المعرّفة ع fمثال:  )f ' x :حيث( ) ( )42 3 2f x x x= − +   

)نضع: ) 2 3 2u x x x= − )وبالتالي:    + ) 2 3u' x x= )و لدينا:  − ) ( ) 4

f x u x =     

)و لدينا: ℝقابلة للاشتقاق على fالدالة ) ( ) ( ) 3

4f ' x u' x u x =  أي( ) ( )( )324 2 3 3 2f ' x x x x= − − +   

  .ℝمن Iدالة قابلة للاشتقاق على مجال fالمشتق: إشارة و دالة تغير اتجاه 

( ) 0x I : f ' x∈ ≥  ( ) 0x I : f ' x∈ ≤  ( ) 0x I : f ' x∈ =  

f  متزايدة تماما علىI  f تماما على  متناقصةI   f  ثابتة علىI   

)نكتب: Iالاشتقاق على مجالf،إذا قبلتxمتغيّرها دالة عددية، fترميز:  ) df
f ' x

dx
fو إذا كانت= هي الدالة  ''

)،نكتب:fالمشتقة الثانية لـ ) ( )2

2

d f x
f '' x

dx
،و إذا كانت=

( )nf  الدالة المشتقة من الرتبةn :نكتب 

( ) ( ) ( )n
n

n

d f x
f x

dx
=.  

  : تذكير 

  التناظر: كز مر 

  :1 طريقة 

( )A a,b  مركز تناظر لمنحنى دالةf معرّفة على مجموعةI :إذا تحقق الشرطان  

xأ) من أجل I∈  ّفإن ( )2a x I− ∈   

)ب)  ) ( )2 2f a x f x b− + =   
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  :2 طريقة 

( )A a,b  مركز تناظر لمنحنى دالةf معرّفة على مجموعةI :إذا تحقق الشرطان  

xأ) من أجل I∈  ّفإن ( )a x I− )و  ∋ )a x I+ ∈  

)ب)  ) ( ) 2f a x f a x b− + + =   

  التناظر: محور 

  :1 طريقة 

xيكون مستقيم معادلة له: k=  محور تناظر لمنحنى دالةf  معرّفة على مجموعةI :إذا تحقق الشرطان  

xأ) من أجل I∈  ّفإن ( )2k x I− ∈   

)ب)  ) ( )2f k x f x− =   

  :2 طريقة 

xيكون مستقيم معادلة له: k=  محور تناظر لمنحنى دالةf  معرّفة على مجموعةI :إذا تحقق الشرطان  

xأ) من أجل I∈  ّفإن ( )k x I− )و  ∋ )k x I+ ∈  

)ب)  ) ( )f k x f k x− = +  

}الدالة المعرّفة علىf:1مثال  }1−ℝ :بالعبارة( )
2

1

x
f x

x
=
−

،( )C  معلمتمثيلها البياني في مستو منسوب إلى  

)بيّن أنّ النقطة )1 2A )مركز التناظر للمنحنى; )C.  

)بـ: ℝالدالة المعرّفة على f:2مثال  ) 2 4 5f x x x= − +،( )C نسوب إلى معلمتمثيلها البياني في مستو م    

)بيّن أنّ المستقيم  )d  2ذا المعادلةx= محور التناظر للمنحنى( )C.  

} حيث:  fDالمعرفة على العدديةالدالة f:3مثال  }2; 1
f

D = − − −ℝR  :بـ( )
2

2

3 9 7

3 2

x x
f x

x x

+ +
=

+ +
،( )C 

    تمثيلها البياني في مستو منسوب إلى معلم

)بيّن أنّ: ) ( )3f x f x− −  فسّر هذه النتيجة بيانيا =
ّ
  .،ثم

  الدورية: الدالة 

T .عدد حقيقيf  دالة عددية معرّفة على مجموعةD .  

( )fC تمثيلها البياني في مستو منسوب إلى المعلم المتعامد المتجانس( ); ,O i j
# #

 .  

  إذا و فقط إذا تحقق:،  Tدورية و دورها  fتكون الدالة  

xأ) إذا كان  D∈  ّفإن( )x T D+ ∈  

)ب)  ) ( )f x T f x+ =    
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  ملاحظة: 

، و يستنتج تمثيلها البياني على المجموعة  T، يكفي دراستها على مجال طوله Tدورية و دورها   fإذا كانت الدالة 

D  بالانسحاب الذي شعاعهv
#

vحيث:    T i=
# #

   

  مثال: دراسة 

f على  الدالة العددية المعرّفةℝ  :كما يلي( ) ( )2cosf x x= ،( )fC
 

تمثيلها البياني في مستو منسوب إلى المعلم 

)لمتعامد المتجانسا ); ,O i j
# #

 .  

)احسب : )1 )f x π+  ماذا تستنتج  بالنسبة للدالة.f  جة بيانيافسّر النتي ؟.  

)احسب )2 )f x−  ،.و فسّر النتيجة بيانيا 

)باستعمال مركب دالتين ،احسب  )3 )'f x  0و حدّد إشارتها على المجال,
2

π 
   

. 

 أنشئ المنحنى  fأنجز جدول تغيرات الدالة )4
ّ
)، ثم )fC.  

  حل: 

1( 2 2( ) cos ( ) cos( ).cos( ) ( cos( ))( cos( )) cos ( ) ( )f x x x x x x x f xπ π π π+ = + = + + = − − = =  

Tدو رية و أصغر دور لها هو  fالدالة  π=  يكفي دراستها على مجال طولهπ مثلا المجال،[ ]0,π.  

vبالانسحاب الذي شعاعه ℝيستنتج تمثيلها البياني على iπ=
# #

  

2( 2 2( ) cos ( ) cos( )cos( ) cos( )cos( ) cos ( ) ( )f x x x x x x x f x− = − = − − = = = 

0زوجية ، تمثيلها البياني متناظر بالنسبة لحامل محور التراتيب، يكفي دراستها على المجال fالدالة  
2

,
π 

  
. 

نضع:  )3
2u( x ) x   ;   v( x ) cos( x )= fو بالتالي : = ( x ) ( uOv )( x )= 

f '( x ) 2 sin( x ).cos( x )= x.و يكون من أجل − 0,
2

π 
∈   

:f '( x ) cos(لأنّ:≥0 x sinو  ≤0 x 0≥(  

  جدول التغيرات  و الإنشاء:
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  تمارين: 

  مجال على الاستمرارية– قيمة عند راريةمالاست 

  1 تمرين 

  في كل حالة من الحالات الآتية: aعند القيمة fدرس استمرارية الدالة ا

 : =1aو ℝمعرّفة على fالدالة (أ)
( )

( )

21
1

1

1 2

x
f x ...x

x

f

 − = ≠ − =

  

 :=0aو ℝمعرّفة على  fالدالة (ب)

( )

( )

2

2

2

5 3 4 0

2 4
0

1

f x x x  ...x

x
f x  ...x

x

 = + − ≥ − = < +

  

 :=1aو ℝمعرّفة على  fالدالة (ج)
( ) ( )
( ) ( )

2 1

1

f x x E x  ...x

f x xE x +1 ...x

 = + < = ≥
  

]: Iمعرّفة على المجالfالدالة (د) [7I ;= −  :=2aو ∞+

( )

( )

7 3
2

2

1
2

6

x
f x  ...x I  ;  x

x

f

 + − = ∈ ≠ − =

  

  في الحالتين: aمستمرة عند القيمة fحتى تكون الدالة  mعيّن قيمة :2 تمرين 

 :=0aو  ℝمعرّفة على f(أ) الدالة
( )

( )

0
2

0

sin x
f x  ...x

x

f m

 = ≠ =

  

 :−=1aو ℝمعرّفة علىf) الدالةب(
( )
( )

3 23 1 1

3 3 1

f x x x x  ...x

f x x m ...x

 = − + + ≥− =− + <−
  

  على مجالات مجموعة تعريفها في كل حالة من الحالات الآتية:fادرس استمرارية الدالة:3 تمرين 

): ℝمعرّفة على  f(أ)الدالة  ) ( )2 1f x x cos x= +  

:ℝمعرّفة على  fالدالة (ب)
( )
( )

2 1 2

4 2

f x x  ...x

f x x x ...x

 = + > =− + ≤
    

]معرّفة على المجال  fالدالة  (ج) [0;+∞:
( )
( )

0

0 0

f x x x  ...x

f

 = > =
    

): ℝمعرّفة على f(د) الدالة ) 2 1f x x= −   
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  وتطبيقها المتوسطة القيّم مبرهنة 

  :1تمرين 

بيّن أنّ المعادلة: )1
3 23 3x x− + ]تقبل حلا وحيدا في المجال  = ]1 1 5; , . 

بيّن أنّ المعادلة:  )2
1

2
2

sin x x+ ]تقبل حلا وحيدا في المجال = ]0 π;. 

:بيّن أنّ المعادلة )3
3 1x x− = تقبل حلا وحيدا في المجال  +

7 3

8 4
;

 − − 
  

  

)بالعبارة:    ℝددية المعرّفة على الدالة الع f:2 تمرين  ) 3 22 3 5f x x x x=− + − +   

  عند أطراف مجال تعريفها. fاحسب نهايات الدالة  )1

)احسب ؛ xمن أجل كل عدد حقيقي   )2 )f ' x استنتج اتجاه تغي 
ّ
  . fر الدالة ثم

   fأنجز جدول تغيرات الدالة )3

):بيّن أنّ المعادلة )4 ) 0f x  عيّن حصرا سعته  ℝفي  αتقبل حلا وحيدا =
ّ
0،ثم   .αددللع  ,5

)إشارة  ، xعيّن من أجل كل عدد حقيقي )5 )f x . 

  :مجال على الاشتقاقية-قيمة في الاشتقاقية 

 فسّر كل نتيجة هندسيا: aفي القيمة   fدرس قابلية اشتقاق  الدالةأ :1 تمرين 
ّ
  في الحالات الآتية ثم

1( f الدالة المعرّفة على المجال[ )بالعبارة :   ∞+;0] )f x x x= 0؛a=    

2( f  الدالة المعرّفة على] )بالعبارة :    ∞−;1[ ) 1f x x=   =1a؛  −

3( f الدالة المعرّفة علىℝ   : بالعبارة( ) 23 4f x x x= +  =2a=− ،2a؛  −

   كالآتي: ℝالدالة المعرّفة على  f:2تمرين 

)فإن ّ :  ≤2xإذا كان : ) ( )2 2f x x x= − −    

)فإنّ:   >2xو إذا كان  ) 2 2f x x kx= + +   

( )C منحناها البياني في مستو منسوب إلى المعلم المتعامد المتجانس( )O;i, j
# #

 .  

 . 2مستمرة عندfحتي تكون الدالة  kعيّن قيمة العدد الحقيقي )1

 .فسّر النتيجة بيانيا ، 2في القيمة fالمحصل عليها في السؤال السابق، ادرس قابلية اشتقاق الدالة kمن أجل قيمة  )2

  البيانية التمثيلات حول تذكير 

  التمثيلات البيانية:

( P O;i)تعامد المتجانسالمستوي المنسوب إلى المعلم الم ( , j )
# #

.  

f  دالة عددية معرّفة على مجموعةfD.من مجموعة الأعداد الحقيقيةf( C )تمثيلها البياني في المستوي ( P ).  
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)fالمنحنى C }معرّف كما يلي:   ( }f f( C ) M ( a ,b ) ( P ) : a D b=f(a)= ∈ ∈ ∧  

  تقاطع المنحنى مع حامل محور التراتيب:

)fنقطة تقاطع C fو ترتيبها  0فاصلتها Aمع حامل محور التراتيب هي كل نقطة  ( ( 0 ).  

f0إذا كان  D∉ فإنّ المنحنى ،f( C   لا يقطع حامل محور التراتيب.(

)fنقطة تقاطعتقاطع المنحنى مع حامل محور الفواصل:  C    0ترتيبها Aمع حامل محور الفواصل هي كل نقطة (

fتحقق المعادلة  0xو فاصلتها  ( x ) 0=  

fالتمثيلات البيانية للدوال من الشكل k+:  للدالتينf  و( )f k+  نفس اتجاه التغير على مجالI  منℝ.  

fالتمثيل البياني  k( C )
)للدالة + )f k+  يستنتج انطلاقا من المنحنىf( C vبالانسحاب الذي شعاعه ( k j=

# #
  

xالتمثيل البياني للدوال من الشكل: g( x ) f ( x b ) k= + +֏  

)gالتمثيل البياني C )fيستنتج انطلاقا من المنحنى  gللدالة  ( C vبالانسحاب الذي شعاعه ( bi k j= − +
# # #

.  

  المنحنى البياني  الدالة

  ياني متناظر بالنسبة لحامل محور التراتيبتمثيلها الب  الدالة الزوجية  

  .Oتمثيلها البياني متناظر بالنسبة للمبدأ  الدالة الفردية 

g(x)المعرّفة بـ: gالدالة  f(x)= )fتمثيلها البياني  نظير المنحنى  − C   سبة لحامل محور الفواصل.بالن (

g(x)معرّفة بـ: gالدالة  f(x)=  في

  على الشكل: g(x)هذه الحالة نكتب 

= ≥g(x) f(x) ... f(x)     0   

= − ≤g(x) f(x) ... f(x)   0   

  

f(x) إذا كان ≥ g(Cيكون0 )fمنطبقا على  ( C )   

f(x)إذا كان ≤ g(Cيكون 0 )fنظير ( C   بالنسبة لمحور الفواصل. (

g(x)معرّفة بـ: gالدالة  f( x )= 

  زوجية  gالدالة 

xفمن أجل ≥ g(x)لدينا 0 f(x)=   

g(C )fمنطبق على  ( C xإذا كان  ( ≥  نكمل الإنشاء بالتناظر  0
ّ
ثم

  بالنسبة لمحور التراتيب.

  محلولة ينتمار  

  الأول: التمرين 

f الدالة العددية المعرّفة علىℝ  :بالعبارة
3f ( x ) x 3x 1= − + +،  

( )fCتمثيلها البياني في مستو منسوب إلى المعلم المتعامد المتجانس(O, i, j)
" "

.  

T))اكتب معادلة للمماس 1 )للمنحنى ( )fC  في النقطةA( 0;1 ).  

f، إشارة :x)ادرس حسب قيّم العدد الحقيقي 2 ( x ) 3x 1−   .فسّر النتيجة بيانيا−

)هي نقطة انعطاف للمنحنى  Aالنقطة  )برهن بطريقة ثانية أنّ 3 )fC.  
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  حل: 

y)معادلة المماس: 1 3x 1= +  

f)إشارة :2 ( x ) 3x 1− −:
3f ( x ) 3x 1 x− − =   ومنه: −

[ ]f ( x ) 3x 1 0− − xإذا كان  < ]و >0 ]f ( x ) 3x 1 0− − xإذا كان > 0>.  

T)المماس  )يخترق المنحنى  ( )fC  النقطة.A( 0;1 )نقطة انعطاف للمنحنى( )fC.  

3(f ''( x ) 6 x= −،f ''( x ) xمعناه  =0 0= ،f ''( x   نقطة انعطاف.A. و منه النقطة 0يغير إشارته بجوار  (

  عددان حقيقيان. bو a الثاني: التمرين 

f  المعرفة على الدالةf

1
D

2

 
= − − 

 
ℝ  : ِبـ( )

4 2

b
f x ax

x
= +

+
 ،( C منحناها البياني في مستو منسوب إلى (

)المعلم المتعامد المتجانس ); ,O i j
# #

 
.  

  . fDتقبل الاشتقاق على كل مجال من المجموعة  fأن الدالة ربرّ  أ)) 1

fxبحيث من أجل كل  bو aب) عين العددين    D∈  ،( )
7

' 0
2

f )و = )
3

0
2

f = −  .  

  .fDأحسب النهايات عند الحدود المفتوحة من المجموعة  أ)) 2

fxب) برّر أنه من أجل كل    D∈  ،( )' 0f x > .  

  . fجـ) أنجز جدول تغيرات الدالة   

ن المستقيم ذي المعادلة أ) برهن أ) 3
1

2
y x= هو مستقيم مقارب للمنحني( C ).  

)ب) أكتب معادلة لمماس المنحني    C   . 0في النقطة ذات الفاصلة  (

جـ) برهن أنّ النقطة    
1 1

;
2 4

w
 

− − 
 

)مركز التناظر للمنحني   C )   

)د) أنشئ المنحني     C ) . 

  حل: 

  دالة ناطقة فهي تقبل الاشتقاق على كل مجال من مجموعة تعريفها. f)أ) الدالة 1

لا: bو aب) تعيين العددين
ّ
: لدينا أو

2

4b
f '( x ) a

( 4 x 2 )
= −

+
  

3
f (0 )

2
= معناه −

b 3

2 2

−
bو منه  = 3= −  

7
f '(0 )

2
معناه  =

7
a b

2
− و منه  =

1
a

2
=  

هي إذن:  fلة عبارة الدا
1 3

f ( x ) x
2 4x 2

= −
+

  

  أ) حساب النهايات: )1
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x x

1 1
x x

2 2

lim f ( x ) ; lim f ( x )

lim f ( x ) ; lim f ( x )
< >

→−∞ →+∞

⎯⎯→ ⎯⎯→

= −∞ = +∞

= +∞ = −∞  

fب) التبرير أنّ       '( x ) :لدينا: <0
2

1 12
f '( x )

2 ( 4 x 2 )
= +

+
و  

fبالتالي  '( x ) 0>  

  ج) إنجاز جدول التغيرات:     

أ) إثبات أنّ المستقيم ذو المعادلة  )2
1

2
y x=مقارب للمنحنى( C ):  

x x x x

1 3 1 3
lim f ( x ) x lim 0      ;    lim f ( x ) x lim 0

2 4 x 2 2 4 x 2→−∞ →−∞ →+∞ →+∞

   
− = − = − = − =   + +   

  

)ب)  معادلة المماس للمنحنى     C :0في النقطة ذات الفاصلة (
7 3

y x
2 2

= −  

ج) إثبات أنّ النقطة 
1 1

;
2 4

w
 

− − 
 

)مركز تناظر للمنحنى C : نبيّن أنّ  (
1

f ( 1 x ) f ( x )
2

− − + = −  

  د) الإنشاء:

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  الثالث: التمرين

fلدالة المعرفة على اℝ     :كالآتي

2

3

2

  ;  

    ;  

( ) 3 1 0

( ) 2 0
1

x x x

x
x x

x

f

f







− + + <

− + ≥
+

  
  
=
=
 

)و    )fC  منحناها البياني في مستو منسوب

)إلى المعلم المتعامد المتجانس  )O ; i , j 
# #

.        

0حيث:  0xعند  fأدرس استمرارية الدالة  ) أ)1     0x   . ℝعلىf، ثم أدرس استمرارية  الدالة  =
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0ث: حي 0xفي القيمة  fب) أدرس اشتقاقيه الـدالة         0x  . فسر النتيجة بيانيا . =

)) أ) أحسب2   )lim
x

f x
→−∞

 ( )lim
x

f x
→+∞

 .  و     

  ثم شكل جدول تغيراتها. fب) أدرس اتجاه تغير الدالة        

limج) أحسب      ( ) 2
x

f x x
→+∞

  − limو  + ( ) 3
x

f x x
→−∞

  +  فسّر النتيجتين بيانيا . +
ّ
  ثم

0;) أ) حل في المجال 3     −∞ :المعادلة( ) 0f x =.  

)ب) برهن أنّ المعادلة        ) 0f x ∞+في  αتقبل حلا وحيدا  =  0;  :ّتأكد أن 
ّ
2,4α;2,3ثم ∈   .  

) تحقق أنّ: 
2

2
α

α
=

−
 .ج      

)) أنشئ 4   )fC .و مستقيماته المقاربة  

  حل: 

0حيث:  0xعند  fاستمرارية الدالة  دراسة ) أ)1 0x =:  

    f معناه 0مستمرة عند
x 0
lim f ( x ) f ( 0 )
→

=   

من جهة:

3

2

0
f ( 0 ) 2 2

0 1
=− + =−

+
  من جهة أخرى: 

2

x 0 x 0
lim f ( x ) lim ( 3 x 1 ) 2
< <→ →

= − + + ؛ −=

3

2
x 0 x 0

x
lim f ( x ) lim ( 2 ) 2

x 1> >→ →
= − + =−

+
  

[على المجال  مستمرةو  0مستمرة عند  fالدالة  و مستمرة على المجال  نكمركب دالتين مستمرتي ∞−0;]

]   . ℝمستمرة على  fلأنها دالة ناطقة. و بالتالي الدالة  ∞+;0]

  : 0يف f اشتقاق قابلية ب) دراسة

  لدينا من جهة:

2

x 0 x 0

2

x 0 x 0

2

x 0 x 0

x 0 x 0

f ( x ) f ( 0 ) 3 x 1 2
lim lim

x x

f ( x ) f ( 0 ) 1 x 1
lim lim

x x

f ( x ) f ( 0 ) x 1 1
lim lim

x x

f ( x ) f ( 0 )
lim lim x 0

x

< <

< <

< <

< <

→ →

→ →

→ →

→ →

− − + + +=

− − + +=

− + −=

− = =

  و من جهة أخرى  
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3

2

x 0 x 0

3

2
x 0 x 0

2

2
x 0 x 0

x
2 2

f ( x ) f ( 0 ) x 1lim lim
x x

f ( x ) f ( 0 ) x
lim lim

x x( x 1 )

f ( x ) f ( 0 ) x
lim lim 0

x ( x 1 )

> <

> <

> <

→ →

→ →

→ →

− + +− +=

− =
+

− = =
+

  

fو  0يفقابلة للاشتقاق  fالدالة  '( 0 ) ).المنحنى البياني  =0 )fC يقبل مماسا في النقطةS( 0; 2 مواز  −(

yلحامل محور الفواصل معادلة له:  2=−.  

  )أ)حساب النهايات:2

2

x x
lim f ( x ) lim ( 3 x 1 )
→−∞ →−∞

= − + + =+∞ ،

3

2x x

x
lim f ( x ) lim ( 2 )

x 1→+∞ →+∞
= − + =+∞

+
.  

  و جدول تغيراتها: fالدالة  اتجاه تغير

xمن أجل  0< :
2

x
f '( x )

x 1
=

+
fو بالتالي :   '( x ) [متناقصة تماما على f.الدالة >0 [;0−∞   

xمن أجل 0≥ :

( )
2 2

2
2

x ( x 3 )
f '( x )

x 1

+=
+

fو بالتالي :  '( x ) ]متزايدة تماما علىf.الدالة  ≤0 [0;+∞   

  : fجدول تغيرات الدالة 

  

limج)حساب:  ( ) 2
x

f x x
→+∞

  − limو + ( ) 3
x

f x x
→−∞

  + +:
 

  

لدينا:
3

2 2
2 2 0

1 1
lim ( ) 2 lim lim

x x x

x x
x

x x
f x x

→+∞ →+∞ →+∞

  − 
= − + − + = =      + +  

− +   

2 2

2

1
0lim ( ) 3 lim 3 1 3 lim 1 lim

1x x x x
f x x x x x x

x x→−∞ →−∞ →−∞ →−∞

    = = = =          
+ + − + + + + + +

+ −
  

  التفسير البياني:

)المنحنى )fC  يقبل مستقيما مقاربا معادلة لهy x 2= )بجوار − )+∞ .  

)المنحنى  )fCستقيما مقاربا معادلة له يقبل مy x 3=− )بجوار − )−∞ .  

f)أ) حل المعادلة 3 ( x ) [في المجال  =0 [;0−∞:  
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[في المجال  [;0−∞ :f ( x ) )معناه =0 )23 x 1 0− + + =   

)معناه                                        )2x 1 3+ =  

معناه                                       
2x 8=  

xمعناه                                       2 2=−   

)ب) البرهان أنّ المعادلة   ) 0f x ∞+في  αتقبل حلا وحيدا  =  0;  :ّتأكد أن 
ّ
2,4α;2,3ثم ∈   :  

∞+مستمرة على المجال fالدالة    0;
 
]و من جدول التغيرات نلاحظ أنّه إذا كان   [x 0;∈ فإنّ   ∞+

[ [f ( x ) 2;∈ − ∞+متزايدة تماما على  fو بما أنّ الدالة ∞+  0;  فإنّ المعادلةf ( x ) تقبل حلا وحيدا  =0

α في+∞  0;.  

2,4α;2,3لتأكد أنّ ا ∈   :  

fلدبنا: ( 2,3 ) fو  =... ( 2,4 ) f،بما أنّ  =... ( 2,3 ). f ( 2,4 ) 2,4α;2,3فإنّ  >0 ∈   .  

fيحقق: αالعدد  (α )   و بالتالي: =0

3

2

α
2 0

α 1
− + =

+
معناه   

3

2

α
2

α 1
=

+
  

معناه                        
3 2α 2α 2= +  

معناه                        
3 2α 2α 2− =  

معناه                        
2α (α 2 ) 2− =  

معناه                       
2 2α

α 2
=
−  

αو بما أنّ   فإنّ :  <0
2α

α 2
=

−
   

  الرابع: التمرين 

( n I.عدد طبيعي غير معدومng الدالة العددية للمتغير الحقيقيxالمعرّفة علىℝ :بـ( ) 31
3 2ng x x x

n
= + −  

  عند حدود مجال تعريفها.ng) احسب نهايات الدالة1

)) احسب2 )ng ' x  و حدّد إشارتها علىℝأنجز جدول تغيرات الدالة.ng) .ng   ) ngلدالةلهي الدالة المشتقة  '

)) أ) بيّن أنّ المعادلة 3 ) 0ng x  تحقق أنّ: ℝفي  αnتقبل حلا وحيدا =
ّ
[ثم [α 0 1n ;∈   

)، حدّد إشارة  xحقيقي  ب) من أجل كل عدد   )ng x علىℝ.  

(I If  الدالة العددية المعرّفة علىℝ :بالعبارة( )
( )3

2

2 1

1

x
f x

x

+
=

+
،( )C  منحناها البياني في مستو منسوب إلى

)المعلم المتعامد المتجانس )O;i, j
# #

.  
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): xمن أجل كل عدد حقيقي :) بيّن أنّ 1 ) ( )
( )

1

2
2

2

1

xg x
f ' x

x
=

+
  

 أنجز جدول تغيرات الدالةعند حدود مجال تعf) احسب نهايات الدالة2
ّ
  . fريفها، ثم

):xمن أجل كل عدد حقيقي  :) أ) بيّن أنّ 3 )
2

2 2
2

1

x
f x x

x

−= +
+

   .  

)ب) استنتج أنّ    )C
 

)يقبل مستقيما مقاربا مائلا )dعيين معادلة له. ادرس وضعية يطلب ت( )Cبالنسبة إلى( )d.  

)) بيّن أنّ : 4 )1 1α 3αf = .  

)) احسب 5 )1f 1αو بأخذ  − 0 )، أنشئ بعناية المستقيم =,6 )d
 

)لمنحنىو ا )C.  

6(m :عدد حقيقي حيث] [1 2m ). باستعمال المنحنى ∋; )C ناقش حسب قيّم،m  :عدد و إشارة حلول المعادلة  

( )3 22 1 2 0mx x m− − − = 

  حل: 

لا:
ّ
)أو ) 31

3 2ng x x x
n

= + −.  

)) حساب النّهايات:1 ) 31
n

x x
lim g x lim x

n→−∞ →−∞
= )و   ∞−= ) 31

n
x x
lim g x lim x

n→+∞ →+∞
= =+∞   

)و لدينا: ℝقابلة للاشتقاق على  ng) الدالة2 ) 23
3ng ' x x

n
= ) :x∈ℝ.من أجل  + ) 0ng ' x >.  

  : ngجدول تغيرات الدالة 

)فإنّ  x∈ℝ.إذا كان ℝمستمرة على ng) أ)الدالة3 )ng x ∈ℝ  ّ0و بما أن∈ℝ  

)، المعادلة ℝمتزايدة تماما على  ngو الدالة   ) 0ng x   .ℝفي   αnتقبل حلا وحيدا =

)التأكد: لدينا  )0 2ng =− ،( ) 1
1 1ng

n
= )إذن   + )0 0ng )و  > )1 0ng >  

[و بالتالي:   [α 0 1n ;∈.  

)ب) إشارة  )ng x  علىℝ :مبيّنة في الجدول   

  

)ثانيا: )
( )3

2

2 1

1

x
f x

x

+
=

+
   

 و لدينا: ℝقابلة للاشتقاق على  f) الدالة1
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( )
( ) ( )
( )

2 2 3

2
2

3 1 2 1
2

1

x x x x
f ' x

x

+ − +
=

+
،( )

( ) ( )
( )

2 3

2
2

3 1 2 1
2

1

x x x
f ' x x

x

+ − +
=

+
 ،

( )
( )
3

2
2

3 2
2

1

x x
f ' x x

x

+ −=
+

)و بالتالي:  ) ( )
( )

1

2
2

2
1

g x
f ' x x

x
=

+
  

)إنّ إشارة  )f ' xعلىℝ  ةمن إشارx و( )1g x :المبيّنة في الجدول  

) حساب النهايات:     2

( ) ( )
x x
lim f x ; lim f x
→−∞ →+∞

=−∞ =+∞   

  : fجدول التغيرات الدالة 

  

)أ) واضح أنّ:3

 

( )
2

2 2
2

1

x
f x x

x

−= +
+

.  

) ب) لدينا )
2

2 2
2

1

x
f x x

x

−− =
+

 

،إذن

 ( )( ) ( )( )2 2 0
x x
lim f x x lim f x x
→−∞ →+∞

− = − )و بالتالي المستقيم  = )d  2ذو المعادلةy x=  مقارب

)للمنحنى  )C.  

)تحديد وضعية )C بالنسبة إلى( )d :  

  

)المنحنى >1xمن أجل  )C  فوق المستقيم( )d.  

)المنحنى <1xمن أجل  )C تحت المستقيم( )d.  

)المنحنى  )C  و المستقيم( )d يتقاطعان في النقطة( )1 2A ;   

)) إثبات أنّ 4 )1 1α 3αf   ( نقبل طرقا أخرى صحيحة) =

1α هو حل للمعادلة( )1 0g x فهو يحقق: =
3

1 1α 3α 2 0+ − =   

إذن: من جهة :
3

1 1α 2 3α= و   −
2

1

1

2α 3
α

= −  
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)و من جهة أخرى: )
( )3

1

1 2

1

2 α 1
α

α 1
f

+
=

+
)و بالتالي:   ) ( )1

1
1

1

2 3 3α
α

2 2α
α

f
−

=
−

)و منه   )1 1α 3αf =  

)) الإنشاء:5 )1 0f − =   

)المنحنى  )Cيب في النقطة يقطع حامل محور الترات( )0 2K و يقطع حامل  ;

)محور الفواصل في النقطة  )1 0L ;−  

) المناقشة البيانية لعدد و إشارة حلول المعادلة:6
 

( )3 22 1 2 0mx x m− − − =.  

المعادلة تكافئ
3 22 2 1mx m x+ =   ، و بالتالي:+

( )3 22 1 1m x x+ = ).أي:+ ) 1
f x

m
=  

  المناقشة:

  

  

                

  

  الدوال :دراسة تمارين 

       الأول التمرين 

f المعرفة على العدديةالدالةfD  :حيث { }2; 1
f

D = − − −ℝR  :بـ( )
2

2

3 9 7

3 2

x x
f x

x x

+ +
=

+ +
 

( )C  المنحني الممثل للدالةf متجانسالد متعامالمعلم الفي المستوي المنسوب إلى( ); ,O i j
# $#

.  

): fD من xعدد حقيقي بحيث من أجل كل  cو a،b) عين الأعداد الحقيقية 1 )
1 2

b cf x a
x x

= + +
+ +

  

  عند حدود مجموعة التعريف. fاحسب نهايات الدالة  أ) )2

)لمستقيمات المقاربة للمنحنيااستنتج معادلات ب)     )C.  

)) ج     )d 3ذو المعادلة ستقيمالمy ).ادرس وضعية= )C بالنسبة إلى( )d.  

)') احسب3 )f x،  الدالة اتجاه تغير استنتجf هاشكل جدول تغيرات و  .  

):fD من xه من أجل كلن أنّ بيّ ) أ) 4 ) ( )3f x f x− − )بالنسبة للمنحنى  .ماذا يمكن أن تستنتج= )C                            ؟

)ن إحداثيات نقط تقاطع المنحنيعيّ ب)      )C و محور التراتيب مع محور الفواصل.  

  mقيّم
قيّم

1

m
  

  عدد و إشارة الحلول

] [1 2m ;∈   1 1
1

2
;

m

 
 ∈
  

   
المعادلة تقبل حلا 

  وحيدا سالبا
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)أنشئ المنحني )ج     )C  المقاربة. هيماتمستقو  

5(( )nu ي جل كل عدد طبيعأفة من معرّ المتتالية العددية الn حيث: ( )3nu f n= −  

0:احسب المجموع أ)    1 2...nS u u u= + + +.  

)احسبب)     )lim . n
n

n S
→∞

.  

       الثاني التمرين 

f المعرفة على العدديةالدالةℝR العبارة :  ب

 ( )
2

2

2 1
( )

1

x
f x

x x

+
=

+ +
.  

 ( )C تمثيلها البياني في مستو منسوب إلى المعلم المتعامد المتجانس( ; , )O i j
# #

.  

lim) احسب 1 ( )
x

f x
→−∞

limو ( )
x

f x
→+∞

 فسّر النتيجة بيانيا. 
ّ
  ثم

و أنّ: ℝRقابلة للاشتقاق على  f) أ) بيّن أنّ الدالة2
( )

( )
3

2

6 1
'( )

1

x x
f x

x x

− +
=

+ +
.  

)حصرا لـ .استنتجfب) أنجز جدول تغيرات الدالة    )f x.  

) أ) بيّن أنّ النقطة3
1

;0
2

w
 

− 
 

)مركز التناظر للمنحنى  )C.  

)ب) اكتب معادلة للمماس   )T للمنحنى( )C  في النقطةw.  

)أ) عيّن نقط تقاطع المنحنى )4 )C .مع كل من محور الفواصل والتراتيب  

)ب) أنشئ المماس    )T  و المنحنى( )C.  

5 (m .وسيط حقيقي  

)أ)  )md:2 مستقيم معادلة لهy mx m= ). بيّن أنّ  + )md .يشمل نقطة ثابتة يطلب تعيين إحداثيتيها  

)الآتية:  xعدد حلول المعادلة ذات المجهول  mب) ناقش بيانيا، حسب قيّم  ) 2f x mx m= +.  

6 (g  الدالة العددية المعرّفة علىℝR  :بالعبارة

( )
2

2

2 1
( )

1

x
g x

x x

+
=

+ +
،( )'C .تمثيلها البياني  

)اكتب دون رمز القيمة المطلقة العبارة  )g x  استنتج إنشاء المنحنى 
ّ
)ثم )'C  انطلاقا من المنحنى( )C.  

     الثالث التمرين 
( )I g  الدالة العددية المعرّفة علىℝ :بالعبارة( ) 2 1 1g x x x= + −   

)عند g) أ) احسب نهايتي الدالة 1 )و عند  ∞−( )+∞.  
  .gب) ادرس اتجاه تغيّر الدالة   
)يحقق: α) أ) بيّن أنّه يوجد عدد حقيقي وحيد2 )α 0g [،تأكد أنّ  = [α 0 7 0 8, ; ,∈.  
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)،حدّد إشارة  xب) من أجل كل عدد حقيقي    )g x.  

( )IIf  الدالة العددية المعرّفة علىℝ :بالعبارة( )
3

2 1
3

x
f x x= − +،( )C  تمثيلها البياني في مستو منسوب

)إلى المعلم المتعامد المتجانس )O;i, j
# #

  .  
)عند f) احسب نهايتي الدالة 1 )و عند  ∞−( )+∞.  

)، احسب x ) أ) من أجل كل عدد حقيقي2 )f ' x : ّتأكد أن 
ّ
)ثم ) ( )

2 1

xg x
f ' x

x
=

+
  .f.استنتج اتجاه تغير الدالة

  .fب) أنجز جدول تغيرات الدالة  

)) برهن أنّ:3 )
3α 1α

3 α
f =  عيّ −

ّ
)ن حصرا للعدد، ثم )αf .  

)) أ) برهن أنّ المعادلة 4 ) 0f x [في المجال βتقبل حلا وحيدا = [1 8 1 9, ; ,.  
)ب) أنشئ بعناية المنحنى   )C.  
)سيط حقيقي. باستعمال المنحنىو  mج)    )C ناقش حسب قيّمm عدد و إشارة حلول المعادلة ذات المجهولx  :الآتية  
                          ( )3 23 1x x m= + +   

  الرابع: التمرين 

(Ig  الدالة العددية المعرّفة علىℝℝR  :بالعبارة
3( ) 3 8g x x x= + +  

  .∞+و عند  ∞−عند  gأ) احسب نهايات الدالة ) 1

)'، احسب xل كل عدد حقيقي ب) من أج    )g x .و عيّن إشارتها  

  .g) أ) أنجز جدول تغيرات الدالة 2

)ب) بيّن أنّ المعادلة     ) 0g x [,تأكد أنّ ℝRفي  αتقبل حلا وحيدا  = [2; 1α ∈ − −.  

)،إشارة xج) استنتج حسب قيّم العدد الحقيقي  )g x.  

(IIf  الدالة العددية المعرّفة علىℝℝR العبارة :ب

3

2

4
( )

1

x
f x

x

−
=

+
،( )C  تمثيلها البياني في مستو منسوب إلى معلم

  متعامد متجانس.

)يمكن كتابة  x) أ) بيّن أنّ من أجل كل عدد حقيقي 1 )f x  :على الشكل
2

( )
1

cx d
f x ax b

x

+
= + +

+
،  

  أعداد حقيقية يطلب تعيينها. dو  a،b،cحيث:  

  .∞+و عند  ∞−عند  fاحسب نهايات الدالة ب)   

)ج) استنتج أنّ المنحنى    )Cيقبل مستقيما مقاربا مائلا( )d  .يطلب تعيين معادلة له  

)د) أدرس وضعية    )C  بالنسبة إلى( )d.  
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)'،احسب x) أ) من أجل كل عدد حقيقي 2 )f x : ّو تأكد أن

( )
2

2

. ( )
'( )

1

x g x
f x

x
=

+
.  

ب) استنتج دون حساب:    
( ) ( )

lim
x

f x f

xα

α

α→

−

−
  

  .fج) أنجز جدول تغيرات الدالة    

) أ) بيّن أنّ 3
3

( )
2

f α α= استنتج حصرا للعدد 
ّ
)، ثم )f α.  

)ب) أنشئ بعناية المنحنى    )C .و مستقيمه المقارب  

 4 (m .وسيط حقيقي  

)حتى تقبل المعادلة  mأ) عيّن قيّم      )f x m=1لرمزثلاثة حلول مختلفة نرمز لها باx،2x  3وx.  

ب) بيّن أنّ :   

1 2 3

1 1 1
0

x x x
+ + =.  

5 (h
 

;0الدالة العددية المعرّفة على
2

π 
  

) كما يلي:  )( ) sinh x f x=   

)'عيّن    )h x  استنتج اتجاه تغير الدالة  
ّ
  .hثم

      الخامس التمرين 

f على المعرّفة الدالةfD بارة.بالع 
2sin

( )
1 cos

x
f x

x
=

−
.( )Cالمعلم المتعامد  تمثيلها البياني في مستو منسوب إلى

)المتجانس ; , )O i j
# #

.  

  .fمجموعة تعريف الدالة fDحدّد  )1

)، قارن بين fDمن  xأ) من أجل كل عدد حقيقي  )2 2 )f x π+  و( )f x بين 
ّ
)ثم )f x−  و( )f x.   

[على المجال fب) استنتج أنّ يمكن دراسة الدالة   ]0;π.  

):fDمن  xبيّن أنّه من أجل كل عدد حقيقي  )3 ) 2 tan
2

x
f x

 
=  

 
.استنتج 

0
lim ( )
x

f x
→

  

)'احسب )4 )f x أنجز و عيّن إشارتها 
ّ
[على المجال fجدول تغيرات الدالة ثم ]0;π.  

)أنشئ بدقة المنحنى )5 )Cالمجال  في] [0;2π. 

  

  

      السادس التمرين 
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f و قابلة للاشتقاق علىدالة عددية معرّفةℝRالشكل الموالي هو التمثيل البياني.( )C  للدالةf   

  :نعلم أنّ 

2y:ذو المعادلة المستقيم  • )ـمقارب ل  = )C  بجوار( )−∞.  

) ـالمماس ل • )C  لنقطةافيA  محور الفواصل.ل مواز 1ذات الفاصلة   

)النقطة • )0;4B نقطة من المنحنى( )C. 

  ) بقراءة بيانية :1

limأ) ما هي ( )
x

f x
→−∞

  ؟ 

  .f(0)'و  f(1)'ب) عيّن

)اكتب معادلة للمماس  )ج )T  للمنحنى( )C في النقطةB.  

التالية : ةالمتراجح ℝR) حل بيانيا في المجموعةد
 

'( ) 0f x >،   

)العدد الحقيقي الذي يحقق: αهـ) ) 0f α  استنتج إشارة αللعدد 0,5ته,عيّن حصرا  سع=
ّ
)،ثم )f xعلىℝ.  

2 (h الدالة العددية المعرّفة على[ )بالعبارة:  −5;1[ ) ( 2 4)h x f x= − +.   

  .h(2)'أ) احسب 

]من المجال xب) من أجل كل عدد حقيقي  )'، احسب−5;1[ )h x .و حدّد إشارتها  

]على المجال  hج) ادرس اتجاه تغير الدالة    بطريقتين مختلفتين. −5;1[

     السابع التمرين 

(Ig  الدالة العددية المعرّفة علىℝR  :كما يلي
3 2( ) 2 4 7 4g x x x x= − + −  

lim) أ)احسب 1 ( )
x

g x
→−∞

limو   ( )
x

g x
→+∞

.  

  ثم شكّل جدول تغيراتها.ℝRعلى  gب) ادرس اتجاه تغير الدالة 

)) أ) بيّن أنّ المعادلة 2 ) 0g x 0,7حيث: αتقبل حلا وحيدا  = 0,8α< <  

)إشارة  xب) استنتج حسب قيّم  )g x.  

(IIf  الدالة العددية المعرّفة علىℝR  :كما يلي

3

2

2 1
( )

2 2 1

x x
f x

x x

− +
=

− +
.  

( )fCلى المعلم المتعامد المتجانس تمثيلها البياني في مستو منسوب إ( ; , )O i j
# #

.  

limاحسب ) 1 ( )
x

f x
→−∞

limو   ( )
x

f x
→+∞

.  

):ℝRمن  xبيّن أنّ من أجل كل  )) أ2 )
( )2

1 1 3
( ) 1

2 2 2 2 1

x
f x x

x x

−
= + +

− +
  

)ب) استنتج أنّ المنحنى     )fC يقبل مستقيما مقاربا مائلا(   يطلب تعيين معادلة له. ∆(
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)ج) ادرس الوضع النسبي للمنحنى    )fC و المستقيم( )∆.  

):x) أ) بيّن أنّ من اجل كل عدد حقيقي 3 )
( )

( )
2

2
'

2 2 1

xg x
f x

x x
=

− +
  .fمشتقة الدالة  f'حيث 

)ب) استنتج إشارة  )'f x حسب قيّمx شكّل جدول تغيرات الدالة 
ّ
)(نأخذ fثم ) 0,1f α ≈ −(  

)) احسب 4 )1f  حل في 
ّ
)المعادلة  ℝثم ) 0f x =.  

))أنشئ المستقيم 5 )و المنحنى  ∆( )fC.  

6 (h على   الدالة المعرّفةℝR :كما يلي 

3 2

2

4 2 1
( )

2 2 1

x x x
h x

x x

− + −
=

− +
  

( )hC .تمثيلها البياني في المستوي المنسوب إلى المعلم السابق  

):ℝRمن  xأ) تحقق أنّ من أجل  ) ( ) 2h x f x= −.  

) ب) استنتج أنّ  )hC  هو صورة( )fC أنشئ 
ّ
)بتحويل نقطي بسيط يطلب تعيينه، ثم )hC.  

 ن,/. 06-,+( ر#"*(     2010)'"&%ر#"   الثامن: التمرين 

f  الدالة العددية المعرّفة علىℝ :بالعبارة( )
2

1
1

1
f x x

x

   = +   +
،( )C  تمثيلها البياني في مستو منسوب إلى

)المعلم المتعامد المتجانس )O;i, j
# #

.  

  فردية.  f) أ) بيّن أنّ الدالة 1

): xب) بيّن أنّه من أجل كل عدد حقيقي     )
( )2 2

1
1

1 1
f ' x

x x
= +

+ +
  

  .fج) ادرس تغيرات الدالة    

)) أ) اكتب معادلة للمماس 2 )T  0للمنحنى في النقطة ذات الفاصلة .  

)ية ب) ادرس وضع   )C بالنسبة إلى( )T ّاستنتج أن 
ّ
)ثم )C .يقبل نقطة انعطاف يطلب تعيين إحداثييها  

)أ) بيّن أنّ المستقيم  )3 )d  1ذا المعادلةy x= )مقارب للمنحنى  + )C بجوار(  استنتج معادلة ∞+(
ّ
)،ثم )d' 

  المستقيم المقارب الآخر.

)ب)  أنشئ المستقيمين   )dو( )d'   المنحنى 
ّ
)ثم )C.  

4 (g  الدالة العددية المعرّفة علىℝ  :كما يلي( )
2

1
1

1
g x x

x

   = +   +
،( )C'  مستو التمثيلها البياني في

  السابق. المعلم منسوب إلىال

)) أنشئ المنحنى 2 زوجية. g) بيّن أنّ الدالة 1 )C' انطلاقا من المنحنى( )C.  

@bäîãbßc
áØyb¬ 


